
Vladimir Matveev

Antrittsvorlesung



Vladimir Matveev

Antrittsvorlesung

www.minet.uni-jena.de/� matveev



Vladimir Matveev

Antrittsvorlesung

www.minet.uni-jena.de/� matveev

Plan



Vladimir Matveev

Antrittsvorlesung

www.minet.uni-jena.de/� matveev

Plan
� Mein bestes Resultat



Vladimir Matveev

Antrittsvorlesung

www.minet.uni-jena.de/� matveev

Plan
� Mein bestes Resultat

� Mein neuestes Resultat



Vladimir Matveev

Antrittsvorlesung

www.minet.uni-jena.de/� matveev

Plan
� Mein bestes Resultat

� Mein neuestes Resultat

� Mein zweitbestes Resultat





A B



A B

Auf der Ebene ist die k•urzerste Ver-
bindungslinie zwischen zwei Punkten
eine Gerade.



A B

Auf der Ebene ist die k•urzerste Ver-
bindungslinie zwischen zwei Punkten
eine Gerade.

Frage:



A B

Auf der Ebene ist die k•urzerste Ver-
bindungslinie zwischen zwei Punkten
eine Gerade.

Frage:
Was ist die k•urzeste Verbindungslinie auf

einer Sph•are



A B

Auf der Ebene ist die k•urzerste Ver-
bindungslinie zwischen zwei Punkten
eine Gerade.

Frage:
Was ist die k•urzeste Verbindungslinie auf

einer Sph•are (= Ober
 •ache einer Kugel?) B
A B

A B



A B

Auf der Ebene ist die k•urzerste Ver-
bindungslinie zwischen zwei Punkten
eine Gerade.

Frage:
Was ist die k•urzeste Verbindungslinie auf

einer Sph•are (= Ober
 •ache einer Kugel?)

(Appolonius vom Perga, 262 v.Chr.
I(A)

)
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Bsp: k•urzeste Verbindungslinie zwischen Chelyabinsk und
Jena.

Chelyabinsk und Jena haben fast denselben
L•angengrad.
Es ist einfach, den Weg von Chelyabinsk nach
Jena zu �nden: man mu� 3300km Richtung
Westen fahren.

Jena

Chelyabinsk

Moskau

Jena Chelyabinsk
Moskau

Aber dies wird
nicht der opti-
male Weg: der
ist etwa 300 km
k•urzer und sieht
gekr•ummt aus.
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Grund: die k•urzesten Verbindungslinien auf der Sph•are
sind die sogenannten

"
Grosskreise\, d.h., die gemeinsa-

men Punkte der Sph•are und der Ebenen, die durch den
Mittelpunkt der Sph•are gehen.



Bei gr•osseren Abst•anden wird es o�ensichtlich, dass die Gerade auf
der Karte nicht immer die k•urzeste auf der Erde ist:
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Lagrange 1789 hat entdeckt, dass man eine Landkarte so
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Diese Beobachtung von Lagrange hat Beltrami in-
spiriert, das folgende Problem zu stellen 1865:
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Dini 1869,
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ma, vale a dire: riportare i punti di una super�cie
sopra un' altra super�cie in modo che alle linee geo-
detiche della prima corrispondano linee geodetiche
della seconda.

(
"
Geod•atische\ Mathem.= k •urzeste Verbindungslinien.)

Man soll alle Ober
•achen beschreiben, die die gleichen Geod•atischen
haben.
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und mind. 100 anderen Mathematikern studiert.
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I Seit Bernoulli 1759 ist bekannt, dass die Natur optimale

Wege sucht.

I Geod•atische sind in gewissem Sinne optimale Wege.

I Die Trajektorien von Massenpunkten in konservativen mechanischen
Systemen kann man als umparametrisierte Geod•atische auf einer
(mehrdimensionalen) Ober
•ache verstehen.

I Wenn zwei Ober
•achen gleiche Geod•atische haben, und eine ist
nicht die Streckung von anderen, sind die Geod•atischen

"
integrabel\ (= man kann sie mit Hilfe von Algebra beschreiben)
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Ich habe das Problem von Beltrami gel•ost:

Beltrami 1865: (Man soll alle Ober
•achen beschreiben, die die gleichen
Geod•atischen haben.)Antwort f •ur Dimension 2 (mit Topalov) 2001:

I Zwei Fl•achen von Geschlechtg � 2

g= 2 

g= 3 

haben genau dann gleiche Geodatische, wenn eine die Streckung der
anderen ist.

I
Wir haben alle Metriken auf dem Torus und
auf der Sph•are beschrieben, die die gleichen
Geod•atischen haben.

Diese Metriken sind durch 2 Funktionen einer Variablen
parametrisiert.
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Lie 1882:Man solldie Form des Bogenelementes
| {z }
mathematische Beschreibung der Fl •ache

einer jeden

Fl•ache bestimmen, deren geod•atische Kurven mehrere in�nitesimale
Transformationen gestatten.

Schouten 1924:Man soll alle vollst•andige

Riemannsche Mannigfaltigkeiten
| {z }
Mehrdimensionale Verallg. der Fl •achen

beschreiben, deren Gruppe von

Geod•aten-erhaltenden Transformationen gr•osser ist als die Gruppe der
Isometrien

Bsp: Die Ebene und die (runde) Sph•are haben eine 8-dimensionale Schar
von solchen in�nitesimalen Transformationen (projektive
Transformationen aus dem Kurs lineare Algebra/algebraische Geometrie).
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Klein :Erlanger Programm 1872: Es ist eine Mannigfaltigkeit

und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angeh•origen Gebilde hinsichtlich solcherEigenschaften
untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht ge•andert
werden.

Probleme von Schouten und Lie: die untersuchtenEigenschaftensind
k•urzeste Verbindungslinien.

4. Problem von Hilbert 1900: Wie lassen sich die Metriken

charakterisieren, in denen alle Geraden Geod•aten sind?

N•utzlich f •ur Physik: In der Feldtheorie sucht man geometrische
Strukturen, die homogen sind.
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Antwort (Mit Bryant, Manno) 2007: Hat eine Fl•ache von
nichtkonstanter Kr•ummung mehrere in�nitesimale Transformationen, so
ist deren Form des Bogenelementes wie unten:

1. Zwei in�nitesimale Transformationen:

1.1 "1e(b+2) x dx2 + "2eb x dy2, wobeib 2 R n f� 2; 0; 1g und
" i 2 f� 1; 1g Konstanten sind,

1.2 a
�

e(b+2) x dx2

(eb x + " 2)2 + "1
eb x dy2

eb x + " 2

�
, wobeia 2 R n f 0g,

b 2 R n f� 2; 0; 1g, und " i 2 f� 1; 1g Konstanten sind, und

1.3 a
�

e2 x dx2

x2 + " dy2

x

�
, wobeia 2 R n f 0g, und " 2 f 1; � 1g

Konstanten sind.

2. Drei in�nitesimale Transformationen:

2.1 "1e3xdx2 + "2exdy2, wobei" i 2 f� 1; 1g Konstanten sind,

2.2 a
�

e3x dx2

(ex + " 2)2 + "1
ex dy2

(ex + " 2)

�
, wobeia 2 R n f 0g, " i 2 f� 1; 1g

Konstanten sind, und
2.3 a

�
dx2

(cx+2 x2+ " 2)2x + "1
xdy2

(cx+2 x2+ " 2)

�
, wobeia > 0, " i 2 f� 1; 1g,

c 2 R Konstanten sind.
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Vermutung von Lichnerowich 1960: Jede vollst•andige

einfach zusammenh•angende Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren
Lie-Gruppe von Geod•aten-erhaltenden Transformationen gr•osser ist
als die Gruppe der Isometrien, ist eine runde Sph•are.

Das habe ich bewiesen (2003)



Vielen Dank!!!


