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Bsp: kirzeste Verbindungslinie zwischen Chelyabinsk

Jena.

Chelyabinsk und Jena haben fast denselt
Langengrad.

Es ist einfach, den Weg von Chelyabinsk ne
Jena zu nden: man mu 3300km Richtung
Westen fahren.

Aber dies wird
nicht der opti-
male Weg: der
ist etwa 300 km
kurzer und sieht
gekrmmmt aus.
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Grund: die kerzesten Verbindungslinien auf der Spb
sind die sogenanntenGrosskreise\ d.h., die gemeinsa
men Punkte der Spare und der Ebenen, die durch di
Mittelpunkt der Sphare gehen.




Bei gmsseren Abstnden wird es o ensichtlich, dass die Gerade auf
der Karte nicht immer die krzeste auf der Erde ist:
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Chelyabinsk!  Moskau ! Bremen! Bonn !
Bures-sur-Yvette (Paris) Coventry! Cambridge!
Freiburg im Breisgau Leuven! endlich Jena
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Lagrange 1789 hat entdeckt, dass man eine Landkarte so
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Diese Beobachtung von Lagrange hat Beltrami in-
spiriert, das folgende Problem zu stellen 1865:
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La seconda ... generalizzazione ... del nostro proble-
ma, vale a dire: riportare i punti di una super cie
sopra un' altra super cie in modo che alle linee geo-
detiche della prima corrispondano linee geodetiche
della seconda.
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(. Geodhtische\ k urzeste Verbindungslinien.)

Man soll alle Oberachen beschreiben, die die gleichen Gstthen
haben.

Bsp. von Lagrange 1789: Ebene
und Halbsplare haben diesselben
Geoditischen

f(X)

Diese Frage und deren Verallgemeinerungen wurden von

Dini -7 1869, Levi-Civita - 1896, Painlewe -7 1892,

Birkho -1 1917, Weyl -° 1921, Eisenhart - 1927,

und mind. 100 anderen Mathematikern studiert.
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Motivation

I Seit Bernoulli -7 1759 ist bekannt, dass die Natur optimale

Wege sucht.
I Geodhtische sind in gewissem Sinne optimale Wege.

I Die Trajektorien von Massenpunkten in konservativen mechanischen
Systemen kann man als umparametrisierte Getigthe auf einer
(mehrdimensionalen) Obeache verstehen.

I Wenn zwei Oberachen gleiche Geatische haben, und eine ist
nicht die Streckung von anderen, sind die Gatschen
.integrabel (= man kann sie mit Hilfe von Algebra beschreiben)
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Ich habe das Problem von Beltrami el

Beltrami 1865: (Man soll alle Oberachen beschreiben, die die gleichen
Geoditischen haben.Antwort f ur Dimension 2 (mit Topalov) 2001:

I Zwei Flachen von Geschleclyg 2

9=3
g=2

haben genau dann gleiche Geodatische, wenn eine die Streckung der
anderen ist.

Wir haben alle Metriken auf dem Torus und
I auf der Splare beschrieben, die die gleichen
Geoditischen haben.
[ ]
Diese Metriken sind durch 2 Funktionen einer Variablen
parametrisiert.
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Die in nitesimale Version des Problems von Beltrami: d

Problem von Lie und von Schouten

l;»ogenelement;eeiner jeden

Lie -~ 1882:Man sollijie Form des{

mathematische Beschreibung der Fl ache

Flache bestimmen, deren gestische Kurven mehrere in nitesimale
Transformationen gestatten

Schouten - 1924:Man soll alle vollsindige

l?iemannsche I}/IZannigfaltigkeite}nbeschreiben, deren Gruppe von

Mehrdimensionale Verallg. der FI achen
Geoditen-erhaltenden Transformationen @gser ist als die Gruppe der
Isometrien

Bsp: Die Ebene und die (runde) Sphe haben eine 8-dimensionale Schar
von solchen in nitesimalen Transformationen (projektive
Transformationen aus dem Kurs lineare Algebra/algebraische Geometrie).
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Motivation von Lie/Schouten:

Klein . " :Erlanger Programm 1872: Es ist eine Mannigfaltigkeit

und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angelrigen Gebilde hinsichtlich solch&igenschaften
untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe niclergiert
werden.

Probleme von Schouten und Lie: die untersuchteigenschaftensind
kurzeste Verbindungslinien.

4. Problem von Hilbert - ' 1900: Wie lassen sich die Metriken

charakterisieren, in denen alle Geraden Gsted sind?

Nutzlich fur Physik: In der Feldtheorie sucht man geometrische
Strukturen, die homogen sind.
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Lesung des Problems von Lie

Antwort (Mit Bryant, Manno) 2007:  Hat eine Fache von
nichtkonstanter Kummung mehrere in nitesimale Transformationen, so
ist deren Form des Bogenelementes wie unten:

1. Zwei in nitesimale Transformationen:
1.1 ",eP*2 xdx? + ",eP*dy?, wobeib2 Rnf 2;0;1g und
"i 2f 1;1g Konstanten sind,
1.2 ‘(ﬁzld;)f + 1eeffy22 , wobeia 2 R n f0g,
b2 Rnf 2;0;1g,und"; 2f 1;1g Konstanten sind, und
13a €94 " ywobeia2 RnfOg, und" 2f1; 1g
Konstanten sind.

2. Drei in nitesimale Transformationen:
2.1 "1e¥dx? + ",e*dy?, wobei"; 2f 1;1g Konstanten sind,
22a LN 4w €4’ \ohaig2 Rnf0g, " 2f 1;1g

(@+)2 T 1Ty
Konstanten sind, und
2 2 .
23 a dx XY , wobeia> 0,"; 2f 1;1g,

(Cx+2x2+ ") 1lex+2x2+ ™)
¢ 2 R Konstanten sind.
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Vermutung von Lichnerowich ~1960: Jede vollsandige

einfach zusammerdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, deren
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Das habe ich bewiesen (2003)



Vielen Dank!!!



