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Beltrami 1865 hat das Beispiel von Lagrange verbessert:
F•ur jede MatrixA 2 SL(n + 1) f •uhrt der Di�eomorphismus
a : Sn ! Sn, a(x) := A(x)

jA(x)j
die Geod•aten in Geod•aten •uber.
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I zwei geod•atisch •aquivalente
Metriken kann man in der
Umgebung fast jedes Punktes
in diese Form bringen.
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Das Problem von Beltrami

Beltrami 1865: La seconda . . . generalizzazione ...
del nostro problema, vale a dire: riportare i punti di
una super�cie sopra un' altra super�cie in modo che
alle linee geodetiche della prima corrispondano linee
geodetiche della seconda.

•Ubersetzung: Man soll alle Paare von geod•atisch •aquivalenten Metriken
beschreiben.
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(Lp;q | reduzible Raumform,

Seifertmannigfaltigkeit mit Eulerzahl 0 erlauben Metriken mit reduzibler
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In Dimension 2 ist das IntegralI0

I0(� ) :=
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det(g)
det(�g)

� 2
3

�g(�; � ):

Wegen der Eulercharakteristik gibt es einx0, sodass (nach
Skalierung)gjx0 = �gjx0. Wir nehmengjx1 6= �gjx1 f•ur ein x1 an und
erhalten einen Widerspruch.
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B1; : : : ; Bm und zeigt, dass die singul•aren
Punkte in Untermannigfaltigkeiten von
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Lie 1882:Problem I: Es wird verlangt, die Form des Bogenelementes einer
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tesimale Transformation gestatten.
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•Ubersetzung: Man soll alle 2-dim Metriken beschreiben, die

I Problem I: ein projektives Vektorfeld

I Problem II: mind. zwei linear unabh•angige projektive Vektorfelder

gestatten.

Bsp: Die (
ache) Ebene und die (runde) Sph•are haben eine
8-dimensionale Lie-Algebra (sl(3)) von projektiven Vektorfeldern
(Beispiel von Beltrami).
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Satz (Bryant, Manno, M � ) 2007: Hat eine Fl•ache(M 2; g) von
nichtkonstanter Kr•ummung mind. 2 linear unabh•angige projektive
Vektorfelder, so gibt es Koordinaten in der Umgebung von fast jedem
Punkt, sodass die Metrik g wie unten ist:

1. Zwei projektive Vektorfelder:

1.1 "1e(b+2) x dx2 + "2eb x dy2, wobeib 2 R n f� 2; 0; 1g und
" i 2 f� 1; 1g Konstanten sind,

1.2 a
�

e(b+2) x dx2

(eb x + " 2)2 + "1
eb x dy2

eb x + " 2

�
, wobeia 2 R n f 0g,

b 2 R n f� 2; 0; 1g, und " i 2 f� 1; 1g Konstanten sind, und

1.3 a
�

e2 x dx2

x2 + " dy2

x

�
, wobeia 2 R n f 0g, und " 2 f 1; � 1g

Konstanten sind.

2. Drei projektive Vektorfelder:

2.1 "1e3xdx2 + "2exdy2, wobei" i 2 f� 1; 1g Konstanten sind,

2.2 a
�

e3x dx2

(ex + " 2)2 + "1
ex dy2

(ex + " 2)

�
, wobeia 2 R n f 0g, " i 2 f� 1; 1g

Konstanten sind, und
2.3 a

�
dx2

(cx+2 x2+ " 2)2x + "1
xdy2

(cx+2 x2+ " 2)

�
, wobeia > 0, " i 2 f� 1; 1g,

c 2 R Konstanten sind.
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Def. Ein Vektorfeld hei�t eine in�nitesimale Homothetie, falls
dessen Fluss die Metrik vervielfacht.

Bsp. Vektorfeld @
@x = (1 ; 0) ist eine in�nitesimale Homothetie zur

Metrik e� x
�
E(y)dx2 + F(y)dxdy + G(y)dy2

�
.

Jede in�nitesimale Homothetie ist o�ensichtlich ein projektives
Vektorfeld.
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Satz (M � 2008): Eine Fl•ache(M 2; �g) habe ein projektives Vektorfeld,
aber keine in�nitesimale Homothetie. Dann gibt es in der Umgebung von
fast jedem Punkt Koordinaten(x; y), eine Metrik g, die zu�g geod•atisch
•aquivalent ist, und ein projektives Vektorfeld v, sodass

1. ds2
g = ( X(x) � Y (y))( X1(x)dx2 + Y1(y)dy2); v = @

@x + @
@y , sodass

1.1 X(x) = 1
x , Y (y) = 1

y , X1(x) = C1 � e� 3x

x , Y1(y) = e� 3y

y .

1.2 X(x) = tan( x), Y (y) = tan( y), X1(x) = C1 � e� 3� x

cos(x) ,

Y1(y) = e� 3� y

cos(y) .

1.3 X(x) = C1 � e� x , Y (y) = e� y , X1(x) = e2x , Y1(y) = � e2y .

2. ds2
g = ( Y (y) + x)dxdy, v = v1(x; y) @

@x + v2(y) @
@y , sodass

2.1 Y = e
3

2y �
p

y
y� 3 +

Ry
y0

e
3

2� �
p

�
(� � 3)2 d� ,

v1 = y� 3
2

�
x +

Ry
y0

e
3

2� �
p

�
(� � 3)2 d�

�
; v2 = y2.

2.2 Y = e� 3
2 � arctan(y) �

4
p

y2+1
y� 3� +

Ry
y0

e� 3
2 arctan(� ) �

4
p

� 2+1
(� � 3� )2 d� ,

v1 = y� 3�
2

�
x +

Ry
y0

e� 3
2 � arctan(� ) �

4
p

� 2+1
(� � 3� )2 d�

�
; v2 = y2 + 1.

2.3 Y (y) = y � , v1(x; y) = � x, v2 = y.
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Das Problem von Schouten und dessen Motivation

Schouten 1924:Man soll alle vollst•andigen Riemannschen

Mannigfaltigkeiten beschreiben, deren kontinuierliche Gruppe von
Geod•aten-erhaltenden Transformationen gr•osser ist als die Gruppe der
Isometrien

Klein :Erlanger Programm 1872: Es ist eine Mannigfaltigkeit

und in derselben eine Transformationsgruppe gegeben; man soll die der
Mannigfaltigkeit angeh•origen Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften
untersuchen, die durch die Transformationen der Gruppe nicht ge•andert
werden.
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Ich habe (2005) die Vermutung von Lichnerowicz bewiesen:
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K•ahler ist.

Yamauchi (1974)
hat die Vermutung
unter der Annahme
bewiesen, dass die
Skalarkr•ummung
konstant ist.

Solodovnikov (1956)
hat die Vermutung
unter den Annahmen
bewiesen, dass

I alles
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I und n � 3.
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Plan der L•osung der Probleme von Lie und des Problems
von Schouten

I Als System von PDE umschreiben.
I Wir erkl•aren dies f•ur das 2. Problem von Lie

I Das System von PDE analysieren.
I Lokale Analyse f•ur Probleme von Lie (Wir erkl•aren einen

naiven Zugang f•ur das 2. Problem von Lie)
I Globale (wenn die Mannigfaltigkeit geschlossen oder

vollst•andig ist) Analyse f•ur Problem von Schouten
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