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Def. Zwei Metrikeng und g auf einer MannigfaltigkeitM sind
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zwei geoetisch aquivalente
Metriken kann man in der
Umgebung fast jedes Punktes
in diese Form bringen.
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Das Problem von Beltrami

Beltrami 1865: La seconda ...generalizzazione ...
del nostro problema, vale a dire: riportare i punti di
una super cie sopra un' altra super cie in modo che
alle linee geodetiche della prima corrispondano linee
geodetiche della seconda.

Ubersetzung: Man soll alle Paare von geatisch aquivalenten Metriken
beschreiben.
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Satz (M 2007) Sei M geschlossen, zusammamigend. Seien ﬁ'a' g
und nichtproportional: g6 konst g. Dann gilt: entweder

I M ist di eomorph zu einerreduziblenaumform:

dieo < ist diskret,
M "=z, sodass G O(n+1) . operiert frei auf S"
: =G+ G
oder

I 99 auf M, sodass die Holonomiegruppe reduzibel ist.

Folgerung 1 (Topalov, M 2001; wird heute bewiesen):

Jede geschlossene orientierteaéthe mit nichtproportionalery g8 g ist
(homeomorph zu)S? oderT 2.

Folgerung 2 (M  2003): Jede geschlossene 3-Mannigfaltigkeit mit
nichtproportionaleng ** g ist eine Seifertmannigfaltigkeit.
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man konstruiere

Gegeben saj; g aufM" !

ﬁt 2 R man konstruiere

L= 9 1g detg
S:=(L t Id) ! det(L t Id)

!man konstruiere Iy “TMN 1 R: |t( ):: g(S[( ); )

Satz (Topalov, M 1998):

Ist g g-a g, So sind8ty;t, 2 R die Funktionen kommutierende
Integrale &ir den geodtischen Fluss von g (d.haf die Hamiltonsche
Funktion H( ) == g(; ))

Eine Funktionl : TM | R ist ein Integral fur g, wenn #ir jede Geodate
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Beweis der Folgerung 1: Trick



Beweis der Folgerung 1: Trick

(Istg o g auf einer geschlosseneraEhe M? vom Geschlecht
2, so ist g= konst Q)



Beweis der Folgerung 1: Trick

(Istg o g auf einer geschlosseneraEhe M? vom Geschlecht
2, so ist g= konst Q)

In Dimension 2 ist das Integrd)



Beweis der Folgerung 1: Trick

(Istg o g auf einer geschlosseneraEhe M? vom Geschlecht
2, so ist g= konst Q)

In Dimension 2 ist das Integrd)

det(g)
det(g)

Io( ) = o(; )
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(Istg o g auf einer geschlosseneraEhe M? vom Geschlecht
2, so ist g= konst Q)

In Dimension 2 ist das Integrd)

det(g)
det(g)

Io( ) = o(; )

Wegen der Eulercharakteristik gibt es exp, sodass (nach
Skalierung)giy, = Gjx,- Wir nehmeng;,, 6 gjy, fur einx; an und
erhalten einen Widerspruch.
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Lie 1882proplem I: Man soll die Form des Bogenelementes einer jeden
Flache zu bestimmen, deren gestésche Kurvereinein nitesimale
. = Transformation gestatten
Problem II: Man soll die Form des Bogenelementes einer jeden
Flache bestimmen, deren geatische Kurvenmehrerein nitesi-
male Transformationen gestatten

Def. Ein Vektorfeld auf einer (pseudo)riemannschen Mannigfaltigkeit ist
projektiv, falls dessen Fluss die (nichtparametrisierten) Geted ertalt.

Ubersetzung: Man soll alle 2-dim Metriken beschreiben, die
I Problem I: ein projektives Vektorfeld

I Problem II: mind. zwei linear unatemgige projektive Vektorfelder

gestatten.

Bsp: Die (ache) Ebene und die (runde) Spghe haben eine 8-
dimensionale Lie-Algebrasl(3)) von projektiven Vektorfeldern
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Satz (Bryant, Manno, M ) 2007: Hat eine Fache(M?;g) von
nichtkonstanter Kummung mind. 2 linear unal#ngige projektive
Vektorfelder, so gibt es Koordinaten in der Umgebung von fast jedem
Punkt, sodass die Metrik g wie unten ist:

1. Zwei projektive Vektorfelder:

1.1 ",e+2) x dx2 + ",eP*dy?, wobeib2 Rnf 2;0;1g und
"i 2f 1;1g Konstanten sind,
1.2 ‘(32;2:"32 + 1§§fy22 , wobeia 2 R nf0g,
b2 Rnf 20;1g,und"; 2f 1;1g Konstanten sind, und
13 a % + d%z , wobeia2 RnfOg, und" 2f1; 1g

Konstanten sind.

2. Drei projektive Vektorfelder:

2.1 "1e¥dx? + ",eXdy?, wobei"; 2f 1;1g Konstanten sind,
22a 0¢ 4 @d° yopheia2 Rnfog, " 2 1;1g

(ex+"2)2 1+
Konstanten sind, und

dx? " dy? : " .
23 a (cx+2x)2(+"2)2x + 1(cx+§>¥2+"2) ,WObEIa> O' i 2f 1; 19.

¢ 2 R Konstanten sind.
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Homothetie

Def. Ein Vektorfeld heit eine in nitesimale Homothetie falls
dessen Fluss die Metrik vervielfacht.

Bsp. Vektorfeld @@ =(1;0) ist eine in nitesimale Homothetie zur
Metrik e X E(y)dx?+ F(y)dxdy+ G(y)dy? .

Jede in nitesimale Homothetie ist o ensichtlich ein projekes
Vektorfeld.
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Satz (M  2008): Eine Fiache(M?; g) habe ein projektives Vektorfeld,
aber keine in nitesimale Homothetie. Dann gibt es in der Umgebung von
fast jedem Punkt Koordinater{x;y), eine Metrik g, die zuy geodtisch
aquivalent ist, und ein projektives Vektorfeld v, sodass

Lodgf = (X(x) Y ()(Xa(x)dx*+ Yi(y)dy?);v = &+ g sodass

LIX(M) =L Y= LX(x)= C &, Yiy)= ¢

X!
1.2 X(x) =tan(x), Y (y) =tan(y), X1(x) = C1 55y
3y
YY) = Gospy-
13X(X)=Cy eX, Y(y)= eV, Xi(x)= e, Yi(y)= e¥.

2..dg = (Y (y)+ x)dxdy, v = va(x;y) & + va(y) &, sodass

3 x

3

— a3y y
21 Y - ezy y73 + yoe [g 3)2d ’
y 3 Ry = B 2
V1= &5 X+ ez o2d Tv2=y
Yo D 3 P
_ 3 t 4 y2+1 y 3 " 4249
22Y ze 3 arctan(y) ; + e 2 arctan( ) 3 )2d ;
3

2+1
Yo ( 3)

vi= X2 x+

d ;v,=y2+1.

23Y()=y . . vi(x;y)= X, v2=y.
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Schouten -°  1924:Man soll alle vollsindigen Riemannschen

Mannigfaltigkeiten beschreiben, deren kontinuierliche Gruppe von
Geoditen-erhaltenden Transformationen @gser ist als die Gruppe der
Isometrien

Motivation: Klein . :Erlanger Programm 1872:

Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben eine Transformationggeu
gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angelgen Gebilde
hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die
Transformationen der Gruppe nicht gadert werden.
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Plan der losung der Probleme von Lie und des Proble

von Schouten

I Als System von PDE umschreiben.
I Wir erklaren dies dir das 2. Problem von Lie

I Das System von PDE analysieren.

I Lokale Analysetfr Probleme von Lie (Wir erren einen
naiven Zugang#r das 2. Problem von Lie)

I Globale (wenn die Mannigfaltigkeit geschlossen oder
vollstandig ist) Analyse#dr Problem von Schouten
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Cartan, Tresse):
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Yxx = €A+ Byx + Ce *(yx)? + De #(yx)*:
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