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1 Einfiihrung

Ein interessantes Phiénomen in der Theorie der nichtlinearen Differentialgleichungen besteht
darin, dass bestimmte Probleme mehr als eine Losung besitzen konnen. Betrachten wir zum

Beispiel das Randwertproblem
—u"(x) = f(u(x)) + g(x), x € (0,1), u(0) =u(l) =0,

so konnen nach einem Resultat vom Ambrosetti—Prodi- Typ in Abhéngigkeit von der Nichtlinea-
ritdt, die durch die Funktion f(-) erzeugt wird, und der rechten Seite g keine, genau eine oder
auch zwei Losungen existieren. Man beachte, dass in der linearen Theorie nur die Félle moglich
sind, wo keine, genau eine oder unendlich viele Losungen auftreten! In der Regel werden in der
nichtlinearen Theorie Ergebnisse beziiglich der Mindestanzahl von Losungen erzielt. Dabei gibt
es Aussagen, die lokalen oder globalen Charakter haben. Diese sind sowohl aus mathematischer
Sicht als auch fiir vielfidltige Anwendungen interessant, um die Losungsstruktur, z.B. bei hheren
Energieniveaus von Atomen, schwingenden Saiten, ..., zu verstehen. In den letzten Jahren wur-
den grofie Fortschritte erreicht, um die Existenz von mehreren Losungen fiir bestimmte Klassen
von nichtlinearen Differentialgleichungen mittels abstrakter mathematischer Methoden bewei-
sen zu koénnen. Diese Theorien beruhen in der Regel auf der Verallgemeinerung von speziellen

Resultaten aus der klassischen Analysis. Einige dieser Verfahren sind die

e Bifurkations- oder Verzweigungstheorie (Satz von Picard-Lindelsf, Banachscher Fixpunkt-

satz, Sétze tiber implizite Funktionen),

e Theorie des topologischen Abbildungsgrades (Argumentprinzip in der komplexen Funk-
tionentheorie zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, Umschlingungszahl, Satz

von Piano, Schauderscher Fixpunktsatz, kompakte Operatoren),
e Variationsmethoden (Extremwerte von Funktionen, kritische Punkte von Funktionalen)

o Ljusternik—Schnirelman-Theorie (konvexe Funktionen und Funktionale, Minimax—

Charakterisierung von Eigenwerten von quadratischen Formen)
und die
e Morse-Theorie (nichtinvertierbare Abbildungen, Singularitidtentheorie).

In dieser Vorlesung konzentrieren wir uns in erster Linie auf Ergebnisse, die im Rahmen der

Bifurkationstheorie erzielt werden.



Im ersten Teil beschéftigen wir uns mit der Differentialrechnung in Banachriumen, die eine
Verallgemeinerung der bekannten Differentialrechnung aus dem R"™ darstellt. Schwerpunkte bil-
den dabei fiir unsere spateren Untersuchungen lokale und globale Inversionssditze. Anschlielend
fiihren wir, aufbauend auf diesen Ergebnissen, auf elementare Weise die Bifurkationstheorie
ein, die eine der schlagkriftigsten Methoden in der modernen nichtlinearen Analysis darstellt.
Die dabei erzielten Ergebnisse verwenden wir dann zur Untersuchung der Losungsstruktur von

nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen der Form
—Au(z) = f(z,u(z)), € QCR", wu(z) =0, z €09, (1)

in geeignet gewdhlten Banachrdumen.
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2 Bezeichnungen und wichtige Resultate

In diesem Abschnitt fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein. Auflerdem geben wir Resul-
tate aus der Funktionalanalysis (z.B. Spektraltheorie kompakter Operatoren) und der Theorie
der linearen partiellen Differentialgleichungen (z.B. Fredholm—Alternative) an, die wir fiir unsere

weiteren Untersuchungen im Rahmen der nichtlinearen Analysis benétigen werden.

2.1 Bezeichnungen

Unter einem (reellen) linearem Vektorraum V = [V, +, | verstehen wir wie {iblich eine nichtleere

Menge V', in der zwei Operationen erklirt sind:
e eine Addition ,,+“ beliebiger Elemente aus V: z, y e V—ax+y eV,

[13

e cine (skalare) Multiplikation ,,-“ von Elementen aus V' mit reellen Zahlen:

reV,AeR— Xz eV.
Dabei muss die Addition folgende Eigenschaften erfiillen:
o (Kommutativitit): e +y =y +a fur alle z, y € V,

o (Existenz eines eindeutig bestimmten neutralen Elementes 0 € V): 2 + 0 = z fiir alle

reV,

o (Existenz eines eindeutig bestimmten inversen Elementes —x € V): x 4+ (—x) = 0 fiir alle

reV,
e (Assoziativitit): z + (y + 2) = (z +y) + z fiir alle z, y und z € V.
Auflerdem muss die Multiplikation folgende Eigenschaften erfiillen:
e lx=zfirallex eV,
o (Assoziativitit): A(uz) = (Ap)z fir alle x € V und alle A, p € R,
e (Distributivitéitsgesetze) Fiir alle A\, p € R und alle z, y € V gilt

Mz +y) = x4+ Ay, A+ p)x = z+ p.

Wir fithren jetzt den (reellen) Banachraum X ein.



Definition 1 Es sei X ein (reeller) Vektorraum.

(i) Eine Abbildung || - |X || : X — R heiffit Norm, falls
(a) ||z|X || >0 fir alle x € X, wobei || x| X || =0 genau dann gilt, wenn x = 0 ist,
(b) || Ax|X || = |A| ||| X || fir alle A € R und alle x € X,
(c) (Dreiecksungleichung) || x +y| X || < || z|X || + || y| X || fiir alle z, y € X.

Ein Paar X = (X, || - |X ||), bestehend aus einem (reellen) Vektorraum und einer Norm, heift
normierter (reeller) Vektorraum oder einfach normierter Raum.
(ii) Ein (reeller) Banachraum X ist ein normierter Raum, der beziglich der Norm wvollstindig

ist, d.h., jede Fundamentalfolge (Cauchy—Folge)
{an}3e, € X
st eine konvergente Folge in X . Es existiert also ein eindeutig bestimmtes Element x € X mit
nh_)ngo | zn — 2| X || = 0.

Da wir hier nur reelle Banachriaume betrachten, verwenden wir einfach den Begriff Banachraum.

Wir sagen {x,}o2; C X konvergiert (streng) gegen x € X (Schreibweise: x,, — ), falls
|zn, — x| X || =0 fir n— oo

gilt.

Es sei X ein Banachraum mit Norm
|z| X ||, = € X.
Falls » > 0 gilt, so bezeichnet wir mit
Bz,r)={ye X : [z —y|X|[ <r}
eine offene Kugel vom Radius 7 um x € X. Wir setzen insbesondere im Falle z = 0
B(r) = B(0,r).

B(z,r) bzw. B(r) kennzeichnet dann die entsprechende abgeschlossene Kugel.

Im folgenden bezeichnen wir wie iiblich mit £(X,Y") die Menge der linearen und stetigen

Abbildungen A : X — Y, die beziiglich der Norm

[All= sup [[Az[Y'], A€ L(X,Y),
2l =1



ein Banachraum ist.

Es gilt also fiir alle A € £L(X,Y)
e (die Linearitit): A(Ax + py) = Mz + pAy fiir alle A, p € R und alle z, y € X sowie
e (die Stetigkeit): aus x,, — x in X folgt Az,, - Az inY.

Falls X =Y, so schreiben wir einfach £(X). Weiterhin bezeichnet R(A) das Bild von A und
ker(A) den Kern von A, d.h.

R(A)={y=Aze€Y: ze€ X}, ker(Ad)={zreX: Az =0}
Mit
X* = L(X,R)

bezeichnen wir den zu X dualen Raum, d.h. den Banachraum der auf X definierten stetigen

linearen Funktionale

f: X—=R

Alle linearen stetigen Funktionale bilden mit

Ifll= sup [f(z)|

[ | X [|=1

einen reellen Banachraum. Man verwendet auch folgende symbolische Schreibweise
(f,z) = f(z), feX", zeX.

Durch
(fix), fe X", ze X

sei dabei das duale Paar gegeben.

Fir alle o, B € R, f, g € X* und z, y € X gilt dann

(af +Bg,2) = olf )+ Blg,2),
(froaw+By) = olf,x)+6(f,9),

[(Fa)l < IFI =X,

IFI = sup (f,x),
[ERE
x| X[ = sup (f,z)
1=



Wir fithren einen weiteren Konvergenzbegriff ein.

Die Folge {zy}ney C X konvergiert schwach gegen x € X (Schreibweise: z,, — z), falls
(¥, xp —x) = 0 fiir n— oo,

fiir alle z* € X*.

Im folgenden seien X, Y Banachridume und U C X eine offene Teilmenge von X, d.h., fiir jedes
u € U existiert eine Kugel B(u,e) C U, falls € = e(u) > 0 hinreichend klein gew&hlt wird.

Die Abbildung f : U — Y ist stetig in « € U, falls f(z,) — f(x) (streng) fiir jede gegen x
(streng) konvergente Folge {z,, }re C U, d.h. z,, — z. f heift stetig auf U, falls f fiir jedes x € U
stetig ist. Mit C'(U,Y’) bezeichnen wir dann die Menge aller stetigen Abbildungen f: U — Y.

2.2 Integration und Differentiation von Vektorfunktionen
2.2.1 Integration von Vektorfunktionen

Falls —co < a <b<oound f: [a,b] = Y eine stetige Abbildung in den Banachraum Y ist, so

kann man in Analogie zum bestimmten Riemannschen Integral auf R das Cauchy—Integral fiir

/a oy

als (strengen) Limes der endlichen Zwischensumme

Vektorfunktionen einer reellen Variable

N—-1
Sz =Y f(E)(tir1 —ti)
=0
einfiihren, wobei
Z:ia=th<t1 < ---<tny_1<ty=05b
eine zuléssige Zerlegung von [a, b] und
d(Z) = max (ti — 752;1)
1
deren Feinheit bezeichnet sowie
&i € [t tiva]
gilt. Dann definiert man
b
/ f(t)dt = lim Sz,
a k—o0

falls dieser Grenzwert fiir alle zuléssigen Zerlegungsfolgen

Z - a:t]0§<tlf<---<t§€v

1 <th, =b mit d(Z;) =0 fiir k— oo
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existiert.
In Analogie zum klassischen Beweis im Falle des Riemannschen Integrals hat man folgendes

Ergebnis.
Satz 1 (Existenzsatz) Fulls f auf |a,b] stetig ist, so existiert das Integral
b
/ f(t)dt eY.
a
Weiterhin gelten folgende Eigenschaften.

Satz 2 FEs sei Y ein Banachraum und A, p seien reelle Zahlen. Die Funktionen f, fi, fo :
[a,b] = Y seien auf [a,b] stetig.

Es gilt
b b
O 1 [ fodyi< [ .
b b b
@ [ (M +uhw)d=x [ awin [ pod,
a b b a a
(iii) (g,/ f(t)dt>:/ (g, f(t))dt fir alle g€ Y™

Beweis: Wir zeigen(i). Aus der Dreiecksungleichung der Norm || - |Y || folgt wegen

N N N
1Y FE)E — )Y | <D FEE = )Y (< DN FEDY ([ — 1)
=0 =0 =0

durch Limesbetrachtung
b b
| [ swany < [T jae
a a
Die anderen Aussagen ergeben sich analog durch Grenziibergang in den Relationen zwischen

den entsprechenden Zwischensummen. [ |

2.2.2 Differentiation von Vektorfunktionen

Falls —co <a <b<oound f: [a,b] = Y eine stetige Abbildung in den Banachraum Y ist, so
kann man in Analogie zur Differentiation in R auch die Differentiation von Vektorfunktionen, die

von einem reellen Parameter abhingen, einfiihren. Die Ergebnisse lassen sich unter Verwendung

der trickreichen Abbildung

t—=d(t)=(g,f(t)), geY", f(t) €Y,

auf den klassischen Fall zuriickfiihren.



Definition 2 Es sei Y ein Banachraum, —oo < a <b < oo und f: [a,b] = Y eine Abbildung.

f heifit differenzierbar in ty € (a,b), falls der endliche Grenzwert

F(to) = lim f(to+h) = f(to)

h—0 h

in'Y existiert.

In Analogie zu Differentiation von reellen Funktionen kann man auch hier sukzessiv hohere
Ableitungen sowie links- und rechtsseitige Ableitungen einfiihren.

Es gelten die folgenden Eigenschaften.

Satz 3 FEssei f: [a,b] = Y stetig, f' existiert auf (a,b) sowie die rechtsseitige bzw. linksseitige

Ableitung f'(a+0) und f'(b—0). Dann gilt

176~ F@Y 1< 0= s || /O] (1)
und ,
f@—ﬂ@:/ﬁ@w 2)

Beweis: 1. Schritt Wir zeigen (1) und definieren
(t) = {g, f(t)), ge¥Y"
Damit gilt d'(t) = (g, f'(t)). Definieren wir jetzt
M=A{g: gy | =1},
so folgt mit klassischen Mittelwertsatz bzgl. d(-) und der Ergebnisse auf Seite 5
I170) = F@IY |l = suplg, f(b) — f(a)) = sup(d(b) — d(a))
= (b—a)sup d'(to) = (b—a)|l )Y |], to € (a,b).

2. Schritt Es gilt zunéchst

b b
AW —d@) = [ d it = [ . rw)a

a
Damit ergibt sich nach der obigen Definition unter Verwendung von Satz 2(iii) in Abschnitt

2.2.1
b
@J@—ﬂ@—/f@m:o

die Aussage. [ ]



Indem man den klassischen Satz von Taylor auf die Funktion d(t) = (g, f(t)), t € (a,b),

g € Y* anwendet und beachtet, dass
dO(t) = (g, (1))
gilt, so erhélt man jetzt folgende Verallgemeinerung.

Satz 4 (Verallgemeinerter Satz von Taylor) FEs sein € N. Die Funktion f : [a,b] = Y sei

n-mal differenzierbar auf (a,b). Dann ist fir alle t, tg € (a,b)

L) (4 ,
10 = o)+ S L0 0 gy 4 R, Q
i=1 :
wobei fiir das Restglied R, die Abschdtzung
(n) |t —to|"
[ RalY || < sup || f*™(to +7(t = to))Y [ —— (4)
0<r<1 n!

gilt.
Ebenfalls kann man das folgende Ergebnis herleiten.

Satz 5 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es gelte —o0 < a < b < oo. Die Abbildung f : [a,b] — Y sei stetig, wobei Y ein Banach-

raum ist. Die Funktion F' sei durch

t
F(O) = [ f(s)ds. s € (@b,
definiert. Dann ist F' auf (a,b) differenzierbar, und es gilt
F'(t) = f(t), t € (a,b).

Beweis: O.B.d.A. sei h > 0. Dann gilt

_ t+h
U I I ARG RO
< sup | f(s)~ FOIY |0 fir b Lo,
s€[t,t+h]

2.3 Funktionenrdume

Als nichstes fiithren wir einige Funktionenrdume ein, die fiir die spiteren Anwendungen von
Bedeutung sein werden. Wie iiblich bezeichnet dabei {2 ein beschrinktes glattes Gebiet im R™
mit Rand 0€2.



Es sei k € Ng. Dann ist C*(Q) die Menge aller reellen Funktionen u mit der Eigenschaft, dass
u und alle klassischen Ableitungen DPu fiir |3| < k auf Q definiert und stetig auf Q fortgesetzt

werden konnen. Dann ist C*(Q) ein Banachraum beziiglich der Norm

lulC* | = sup |Du(a)].

18]<k ™€

Es sei jetzt « € (0,1) und k € Ny. Dann bezeichnet C*+%(Q) den Holderraum
CFeQ) = {u e C*Q) : DPu ist o — Holder-stetig fiir |8| = k},

d.h., fiir u € C*+*(Q) muss folgende Norm endlich sein:

(z) — DPu(y)]
|z —y|*

DBy
JulCe | = Julc [+ 3 sup!
18|=k T7Y

Dann ist C¥T%(Q2) beziiglich der Norm || - |C*+< || ebenfalls ein Banachraum.

Fiir 1 < p < oo ist der Banachraum der p-integrierbaren Funktionen L,(§2) wie iiblich durch
L,(Q) = {u ist Lebesgue-messbar auf Q: |[u|L,| < oo}

gegeben (Aquivalenzklassen). Die Norm || - |L, || ist dabei fiir p < oo definiert durch

lulLy | = ( [ jutypas)”

und fiir p = oo durch

14l Loo | = ess sup [u(z)].

Fiir L,(2) gilt die Holdersche Ungleichung

/Qlf(w) ~g(@)|de <[ fILp || 1| glLq ], ()

falls 1 <p < oo und 1/p+ 1/g = 1. Dabei setzen wir 1/00 = 0.
Wir fithren weiterhin fiir 1 < p < co und & € N als Banachraum den Sobolevraum Wf (Q)
durch
Wy () = {u € Ly(Q) = [|ulW || < oo}

ein, wobei

1/p
ladwi | = (3 11 DPul, |7)
18I<k

ist.
In diesem Falle sind die Ableitungen D? als Ableitungen im Sinne von Distributionen zu verste-

hen.

10



Definition 3 Es seien X und Y Banachrdiume.
(i) X ist stetig eingebettet in'Y, falls X C'Y gilt und die identische Abbildungid : X —'Y stetig

ist. Es existiert also ein ¢ > 0, so dass
JulY | < e flulX ||

fiir alle w € X gilt. Wir schreiben dann X — Y.
(i1) X heifft kompakt eingebettet in'Y, falls die identische Abbildungi: X — Y sogar kompakt
ist, d.h., jede beschrinkte Menge in X ist eine prikompakte Menge in Y. Wir schreiben dann

X ==Y,
Es gilt also:
(i) Aus X —< Y folgt stets X — Y.

(ii) Gilt X << Y, so kann aus jeder beschrinkten Folge {z;}72; C X eine Teilfolge

{z;, }721 C X ausgewihlt werden, so dass {zj, };2; in ¥ konvergiert.

Wir geben einige Beispiele fiir stetige Einbettungen zwischen den hier definierten Rdumen an,

die wir spéter zum Teil auch verwenden werden.

Satz 6 FEs sei §) ein beschrdnktes und glattes Gebiet im R™. Weiterhin gelte k € N mit k > 1
und 1 < p < o0.
) Dann gelten folgende stetige Finbettungen.
al) Loo(Q) — Lp(2) = Ly(2) — L1(Q) fir 1 < ¢ <p < oo.
(ail) Falls kp < n, dann ist Wk(Q) Ly(2) fiir alle 1 < q < np/(n — kp).
(aiil) Falls kp = n, dann ist Wk(Q) — Lq(Q2) fiir alle 1 < g < 0.
(aiv) Falls kp > n, dann ist Wk(Q) — CYTY(Q) mit a = k—n/p, falls k —n/p < 1 und fiir alle

(a
(

O0<a<l, falsk—n/p=1undp > 1.

(b) Auferdem gelten folgende kompakte Einbettungen.

(bi) Falls kp < n, dann ist Wk(Q) = Ly(Q) fir alle 1 < q <np/(n— kp).
(bil) Falls kp = n, dann ist Wk(Q) —— Ly(Q) fiir alle 1 < g < oo.

(biii) Falls kp > n, dann ist Wk(Q) —— C(Q).

(biv) Falls p > n, so ist WQ(Q) e C1(Q).

11



2.4 Lineare partielle Differentialgleichungen

Es sei Q2 C R™ wie oben ein beschranktes und glattes Gebiet mit Rand 0Q und h € L, (). Wir

betrachten zunéchst das lineare Randwertproblem
—Au = h fast iiberallin Q, w=0 auf 9Q (6)

im Banachraum I/Vp2 (Q), wobei stets p > n gilt. Dabei bezeichnet A den Laplace—Operator im
R"™, d.h., es gilt

AuBlerdem folgt aus Satz 6 die kompakte Einbettung

WZ(Q) == C'(Q),

d.h., die Loésung von (6) ist also stetig differenzierbar auf Q. Nun definieren wir mit
WﬁO(Q) ={ue Wg(Q) :u=0 auf 00}
einen Teilraum von WE(Q) und mit
C2r(Q) = {u e C*™(Q): u=0 auf 9Q}

einen Teilraum von C?T%(Q), 0 < a < 1, die beide dem obigen Randwertproblem angepasst
sind.
Es gilt das folgende klassische Mazimum-Prinzip — siehe z.B. M.H. Protter und H.F. Weinber-

ger, Maximum principles in differential equations, Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J. 1967.

Satz 7 Die Funktion v € WﬁO(Q) erfille die Bedingung
—Av >0 fast iberall in €.

Dann gilt v(x) > 0 fiir alle x € Q. Falls v # 0 in Q, so besitzt v die folgenden Eigenschaften
(i) v =0 auf 09,
(ii) v(z) > 0 fir alle x € Q und

(iii) g_v < 0 auf 0N, wobei v die dufflere Normale beziiglich des Randes OS2 ist.
v

12



Wir bemerken noch einmal, dass wegen der Bedingung p > n die Funktion v zum Banachraum
C1(Q) gehort.

Weiterhin hat (6) fiir jedes beliebige h € L,(2) (h € C%(Q)) eine eindeutige Losung u € W2(€2)
(u € CF*(Q)), und es gilt folgendes Resultat.

Satz 8 (i) Die Abbildung
—A: W2o(Q) = Ly(Q)

ist ein algebraischer und topologischer Isomorphismus fir alle p mit 1 < p < oco.
(ii) Die Abbildung
—A: CFTQ) = C*(Q)

ist ein algebraischer und topologischer Isomorphismus fir alle « mit 0 < a < 1.

Die Abbildung —A : W;O(Q) — L,(Q) ist also stetig und invertierbar. Auerdem ist folgende
Eigenschaft erfiillt.

Proposition 1 Es seien u, v € W2 () mit
—Au >0 fast wberall in Q, —Av >0 fast dberall in Q, v >0 in Q, v>0 in €.
Dann existieren geeignet gewdihlte reelle Zahlen o > 0 und > 0, so dass
av<u<pu in Q (7)
gilt.
Beweis: Zunichst gilt nach Satz 7
u>0,v>0 in Q, wu=v=0 auf 99,

sowie

ou ov .
$<0 und $<0 in 09.

Da 0€) abgeschlossen ist, folgt die Existenz einer reellen Zahl ag < 0, so dass

du

ov

i)

0 d
<op < un o

<ap <0 in 09 (8)
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erfiillt ist. Damit haben wir fiir hinreichend kleines o; > 0
0
u—o1v >0, —(u—av) <0 auf 9.
%
Somit existiert eine Umgebung U (9€2) C £ mit
u>oav in U(0Q).

Andererseits folgt aus v € WﬁO(Q) und v > 0 in 2 die Existenz von reellen Zahlen ¢; > 0 und
co > 0 mit

c1<v<e in Q\UON).
Damit erhalten wir fiir geeignet gewéhlte Zahlen ag > 0 und a3 > 0 die Abschitzung

QQS Sag in Q\U(({?Q)

SRS

Setzen wir jetzt o = min{ay, as}, so ergibt sich schlielich
u>av in Q.

Analog kann man zeigen, dass

gilt. [ |
Man beachte:

e Entscheidend ist, dass (8) gilt.

e Wir werden spéter zeigen, dass der erste Eigenwert A\ des Eigenwertproblems
—Au = Au fast tiiberallin 2, u =0 auf 01,

positiv und einfach ist. Es existiert dann eine eindeutig bestimmte normierte Eigenfunktion

©1 zu A1, die streng positiv in 2 ist. Verwenden wir Proposition 1, so ergibt sich daraus

14



folgende Eigenschaft:

Falls K eine beschriinkte Menge von Funktionen in C¢(Q) ist, so gilt
c1p1 < v < copp in Q

fiir alle Funktionen v € K, falls die Konstanten ¢; und co geeignet gew#hlt werden.

Wir beschiéftigen uns jetzt mit der Spektraltheorie fiir kompakte streng positive Operatoren,

die im Zusammenhang mit unserem Randwertproblem (6) stehen.

Definition 4 Es sei Y ein reeller Banachraum. Eine Teilmenge P von 'Y heif$t positiver Kegel,

falls folgende Figenschaften gelten
P+PcCcP, RyPCP Pn(—P)={0}.
Dabei ist Ry = [0,00). Der positive Kegel P induziert eine Ordnung < durch
x <y genau dann, wenn y—x € P
gilt.
Beispiel 1 Wir geben einige Beispiele fiir positive Kegel in Funktionenriumen an.

e Im Raum L,(f2), 1 < p < oo, bilden die Menge aller Funktion f € L,(12), die fast iiberall

nichtnegativ sind, einen positiven Kegel.

e Im Raum W;(Q), k€N, 1< p < oo, bilden die Menge aller Funktion f € Wf(Q), die fast

tiberall nichtnegativ sind, einen positiven Kegel.

e Im Raum C*(Q), k € Ny, bilden die Menge aller nichtnegativen Funktionen f € C*(Q)

einen positiven Kegel. Ein analoges Resultat gilt fiir die Holderriume C*+(Q).

Nach Satz 8 ist
—A W2o(Q) = Ly(Q)

fiir alle p mit 1 < p < oo ein Isomorphismus. Wir definieren jetzt den positiven Kegel
P={uecCQ): u(x) >0 fir alle z € Q}

im Banachraum C(). Die Elemente von P = P\ {0} nennen wir positiv und u heiBt innerer

Punkt von P genau dann, wenn u > 0 in Q gilt (u ist streng positiv). Offensichtlich ist die Menge

15



der inneren Punkte von P nicht leer.

Wir definieren jetzt die Funktion e € W2 ((Q) durch
—Ae =1 fast iiberallin €, e=0 auf 0.

Verwenden wir jetzt Satz 8, Proposition 1 und Einbettungseigenschaften, so folgt die Eindeu-
tigkeit von e € C*(Q) mit

e>0 in %<0,e:0 auf 0.
ov

Jetzt fithren wir mittels
C(Q)={uecC(Q): —ae<u<ae firein a>0}
einen Teilraum von C(Q) ein, der beziiglich der Norm
|ulCe || = inf{a > 0: —ae < u < ae}
ein Banachraum ist. Weiterhin definieren wir durch

P.={ueCe): u>0 in Q}

die Menge aller nichtnegativen Funktionen in C.(2). Dann ist offensichtlich P, ein abgeschlos-
sener Kegel in C.(f2) mit einer nichtleeren Menge von inneren Punkten (e ist innerer Punkt).
Auflerdem sei

P. = P\ {0}
und P? die Menge der inneren Punkte von P, in der Topology von C,(£2). Im folgenden wollen wir
die Elemente von P, bzw. von PY als positive bzw. streng positive Funktionen in Q bezeichnen.
Es sei f € L,(2), p > n. Dann heifit f positiv, falls f > 0 fast iiberall in © gilt und f > 0 auf
einer Menge mit positiven Maf ist.
Nach Satz 8 ist die Abbildung
—A: W2(Q) = Ly(Q)

ist ein Isomorphismus fiir alle p mit 1 < p < co. Somit existiert die inverse Abbildung
K= (=A)"": Ly(Q) = W7o(Q)

fiir alle p mit 1 < p < oo, die ebenfalls stetig und linear ist (Greenscher Operator). Verwenden
wir jetzt Einbettungseigenschaften, siehe Satz 6, sowie die Bemerkung nach Proposition 1, so

konnen wir zeigen, dass die Abbildung

K.=(-A)"': C.(Q) = C.(Q)



sinnvoll ist und auflerdem kompakt ist.
Es ldsst sich auch leicht zeigen, dass fiir v € C(Q2) sogar Kv € C,(Q) gilt. Falls v € C(Q) ist, so
folgt

—[|v|C|| < v(x) < +||v|C| fiir alle x € Q,

und damit wegen Ke =1
—[|v|C || Ke(x) < Kv(x) < +||v|C || Ke(x) fiir alle = € Q.

Jetzt setzen wir a = || v|C |

Beriicksichtigen wir jetzt noch Satz 7 und Proposition 1 so folgt sogar, dass die kompakte
Abbildung streng positiv ist, d.h., es gilt folgende Aussage:

Falls v € P. mit v # 0 in Q erfiillt, so folgt K.v € PY. Hierbei verwendeten wir, dass natiirlich
auch die Einbettungen streng positiv sind.

Unter Verwendung der Theorie fiir streng positive kompakte lineare Operatoren, siehe z.B.
M.A. Krasnosel’skij, Positive Solutions of Operator Equations, P. Noordhoff, Groningen 1964
oder M.G. Krein und M.A. Rutman, Linear operators leaving invariant a cone in a Banach

space, Amer. Math. Soc. Transl. 10(1962), 199-325, gelten folgende Aussagen. Dabei bezeichnet

K!=K., K'"''=K/(K"), neN,

e

die n-ten Potenzen von K,. Wie iiblich wird durch

IAll= sup | Az|Bs|
BN

die Norm einer linearen stetigen Abbildung A : By — By (A € L(Bji, Bs)) zwischen den
Banachrdumen B; und By definiert.

Weiterhin heifit die reelle Zahl A Eigenwert von
Keu = Au, 9)

falls eine nichttriviale Losung ¢ € C.(Q) von (9) existiert. In diesem Fall heifit ¢ # 0 Figen-

funktion von (9) zum Eigenwert .
Proposition 2 (i) Der Spektralradius
1 n||11/n
r(Ke) = lim [ KZ |
n—oo

15t positiv.

(ii) r(K.) ist einfacher Eigenwert von K. mit einer Eigenfunktion uy € PY. Es existiert kein
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weiterer Bigenwert von K, mit der Eigenschaft, dass die korrespondierende Eigenfunktion zu PY
gehart.
(iil) Fiir jedes f € P, hat die Gleichung

/J/LL—Ke’U,:f,

u € R, genau eine Losung u € P2, falls > r(K.) gilt, und keine Losung u € P? fiir u < r(K,).
Die Gleichung
r(Ku— Keu=—f

hat keine Lésung u € PY.

Wir setzen jetzt py = r(K.) > 0. Die Einbettung
W;O(Q) —— CL(Q), p>n,

impliziert, dass p ein Eigenwert von K. ist genau dann, wenn p ein Eigenwert von K ist.

AuBerdem ergibt sich iterativ aus (9), dass fiir die zugehérige positive Eigenfunktion sogar

up € C°(Q) gilt.
Es sei jetzt eine Funktion m € Lo (€2) gegeben. Ausgehend von (6), betrachten wir jetzt folgendes

lineares Figenwertproblem
—Au = Amu fast iiberallin Q, w =0 auf 0Q. (10)

Die reelle Zahl X heifit jetzt Eigenwert von (10), falls eine nichttriviale Losung ¢ von (10) exi-
stiert. In diesem Fall heifit ¢ # 0 ebenfalls Eigenfunktion von (10) zum Eigenwert .

Falls wir p = % und K, (u) = K(mu) setzen, so ist das Problem (10) &quivalent zum Eigen-
wertproblem pu = K, (u). Ist also Ay ein Eigenwert von (10), so ist ux = 1/, ein Eigenwert
von K, und die Vielfachheiten stimmen iiberein.

Im folgenden kennzeichnen wir mit

Ak(m),  Ar(€2)

die Abhingigkeit des Eigenwertes Ay von der Funktion m € Lo (€2) bzw. vom beschrinkten und

glatten Gebiet €2 C R™. Falls m = 1 gilt, so setzen wir einfach
A = Ag(1)

Unter Verwendung der Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren, bezogen auf unseren kompakten

Operator K,,, die oben beschriebene Aquivalenz zwischen A, und gy, und der Charakterisierung
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der Eigenwerte mittels Variationsproblemen, lassen sich folgende Resultate herleiten. Als Lite-
ratur verweisen wir auf R. Courant und D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Volume
I, New York, Interscience 1953 oder A. Manes und A.M. Micheletti, Un’estensione della teoria
variazionale classia degli autovalori per operatori elliticci del secondo ordine, Boll. Un. Mat. Ital.

7(1973), 285-301.

Satz 9 Es seim € Loo(2) mit m >0 in Q und m > 0 auf einer Teilmenge von Q mit positiven
Mayfs.

(i) Das Eigenwertproblem (2) besitzt eine Folge von positiven Eigenwerten

0<)\1(m)<)\2(m)§...S)\k(m)<...

mit der Eigenschaft A\,(m) — oo fiir k — oo. Weiterhin ist der Figenwert A\i(m) einfach und
die zugehdrigen Figenfunktionen wechseln nicht das Vorzeichen auf ). Insbesondere kinnen wir

eine eindeutig bestimmte Eigenfunktion p1(m) wihlen, so dass

gpl(m) >0 in Q, /Qgp%(m)(x)dm =1

erfillt ist. Es existiert kein weiterer Figenwert A\i(m) # A1(m) mit positiven Eigenfunktionen.
Mit pr(m) bezeichnen wir die zum Eigenwert A\p(m) gehdrende normalisierte Eigenfunktion.
Falls m =1 gilt, so schreiben wir auch @y,.

(ii) (Monotonie)

(a) Falls 0 < my < ma fast dberall in Q0 gilt, so folgt \px(m1) > Ag(me). Insbesondere ist
Ae(m) > 1, falls m < X\, sowie \p(m) < 1, falls m > Ag.

(b) Es sei w C 2 ein beschrinktes Gebiet. Dann gilt Ap(w) > A\k(Q).

(iii) (Charakterisierung der Eigenwerte durch Variationsprobleme)

Es gilt

Me(m) = max [ m(z)v?(z)de,
vEV) QO

wobes
Vi ={ve W2170(Q) : / |Vo(z)|?dz = 1, / v(x)pi(m)(x)de =0,i=1,...,k—1}.
Q Q
(iv) (Stetigkeit)
Ax(m) hingt stetig von m beziiglich der Ly, 5(2)-Norm ab.

Beweisidee: Wir werden hier und im Abschnitt 2.5 auf einige Ergebnisse fiir den klassischen
Fall m € Loo(€2), m > 0 fast tiberall in (2, eingehen. Diese Resultate wurden dann in der oben

zitierten Arbeit von A. Manes und A.M. Micheletti verallgemeinert.

19



Zunichst folgt aus dem Maximumprinzip, siehe Satz 7, dass jeder Eigenwert notwendigerweise
positiv sein muss. (Dabei verwendet man, dass das Maximumprinzip auch gilt, wenn man den
Operator —A durch —A + a(z)id ersetzt, wobei a € Lo (€2) positiv ist. Folglich gilt v > 0 und
—u >0, falls a(x) := —Am(z) > 0 erfiillt ist.)

Damit ist das Eigenwertproblem (10) dquivalent zur Fixpunktgleichung

K(mu) = %u
in C(Q). Da die Einbettung C.(Q) < C(Q) streng positiv ist, folgt, dass der Operator T, die
Einschrinkung von K (m-) auf C.(Q) ebenfalls streng positiv und kompakt ist. Aulerdem ist die
Fixpunktgleichung

%u =Tu in C.(Q)

dquivalent zum Eigenwertproblem (10). Damit folgt aber die Aussage (i) aus Proposition 2 sowie
der Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren..

Wir definieren jetzt die streng positiven kompakten Operatoren Tj auf C.(Q) durch Tju = Kmju.
Somit ist der Operator T5 — T3 streng positiv und kompakt. Daraus folgt die Aussage (i) fiir
k=1

Im Abschnitt 2.5 werden wir noch ausfiihrlich auf die Herleitung der Eigenschaften mittels

Variationsproblemen eingehen. [ |

Bemerkung 1 (a) Die Bedingung m > 0 fast iiberall in © kann man durch m > 0 fast iiberall
in © und m # 0 fast tiberall in ) abschwéichen. Dann ist der Operator nicht streng positiv

sondern nur noch fast {iberall streng positiv. Es gilt dann
T(Pe \ ker(T)) c P,

aber die Resultate lassen sich alle iibertragen.

(b) Verwendet man (a), so kann man die Aussage (ii)(b) im Satz 9 unter Verwendung von Satz
9(ii)(a) herleiten.

(c) Alle Ergebnisse lassen sich jedoch auch unter Verwendung der dquivalenten Variationspro-
bleme beweisen, siehe R. Courant und D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Volume I,
New York, Interscience 1953, Seiten 451 ff.

Wir beschiéftigen uns jetzt mit der Existenz von positiven Losungen. Es sei

Pl = p1(m) € Wyo(Q), p > n,
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die zugehorige eindeutige Eigenfunktion zu Aj(m) > 0 mit den Eigenschaften ¢f* > 0 in Q und

| 7Ly || = 1. Dann gilt
ker ( — A= Xi(m) id) = {ve WEO(Q) cAv—XN(mv=0 fi.in Q, v=0 auf 90}
— span{el'}

Es gilt somit

8m
7' =0 auf 09, ¢">0 in Q, %<0 auf 9.

Falls m =1 gilt, setzen wir A\;(m) = A1, " = 1. Damit folgt

ker(—A — \jid) = {v € C®°(Q): Av—X\v =0 in Q, v=0 auf 9Q} = span{ip;}.
Proposition 3 Es sei f € L,(Q2), p > n. Die Funktion m € Lo (Q) erfille m > 0 fast dberall
in .
(i) Es sei f eine positive Funktion und A < A1(m). Dann hat das Randwertproblem

—Au— X mu = [ fast iberall in Q, u=0 auf 0N (11)

ou
ov
(ii) Es sei f eine positive Funktion. Falls X\ > X\1(m) gilt, so hat (11) keine positive Ldsung.

genau eine Lisung u € W;O(Q), die streng positiv ist. Es gilt u > 0 in Q0 sowie < 0 auf 01.
(ili) Es sei f eine negative Funktion. Falls X = A\i(m) gilt, so hat (11) keine streng positive

Lésung.

Beweis: Falls A < 0 gilt, so folgt das Ergebnis aus Satz 7 (Maximumprinzip gilt in diesem Fall
auch). Wir nehmen jetzt an, dass A\ > 0 erfiillt ist. Dann ist u eine Lésung von (11) genau dann,
wenn u eine Lésung von

%w - Kw= %K f

in C,(Q) ist, wobei K = K, gilt. Es sei f positiv. Dann folgt aus den Abbildungseigenschaften
von K., dass K.f positiv ist und K. f € P? ist. Jetzt folgen die Aussagen mit Proposition 2. l
Analoge Resultate gelten auch fiir den Fall, dass u € C?T%(Q) und f € C*() erfiillt sind. Diese

FErgebnisse stellen eine Verallgemeinerung des klassischen Maximum-Prinzips dar:

Es sei A < A1, und u € C?(Q2) N C(Q) erfiille
—Au—Au>0 in Q, u>0 auf 09,

so gilt © > 0 in .

Fiir die Funktion h gelte im folgenden Satz die Eigenschaft h € C*(2), und die Funktion m sei

hinreichend glatt. Wir betrachten jetzt in Cnga(ﬁ) das inhomogene Randwertproblem
—Au=Amu+h in Q, uw=0 auf 0. (12)
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Unter Verwendung der Fredholm—Alternative fiir kompakte lineare Operatoren erhalten wir

schliefllich folgende Aussage iiber die Losbarkeit von (12).

Satz 10 (i) Falls X kein Eigenwert von (10) ist, so hat (12) eine eindeutige Losung fiir be-
liebiges h.

(ii) Falls A = M; ein Eigenwert von (10) ist, so ist (12) ldsbar genau dann, wenn

/ h(z)pr(x)dr = 0 erfillt ist.
Q
Bemerkung 2 (a) Im Fall (ii) muss also h L ¢, beziiglich des Skalarproduktes

/Q f(2)g(x)da

gelten. Falls u eine Losung ist, so haben wir in diesem Falle unendlich viele Loésungen der
Form w + cpi.
(b) Wir werden spéter sehen, dass auch eine Fredholm—Alternative fiir bestimmte Klassen von

nichtlinearen Operatoren existiert.
2.5 Eigenwertprobleme
In Anlehnung an Satz 9 im Abschnitt 2.4 betrachten wir folgendes Eigenwertproblem.

Av+ dmv =0 fast iiberallin Q, w=0 auf 0Q. (13)

Dabei ist 2 ein beschrinktes glattes Gebiet in R™ und m € L (2) sei eine Funktion mit m > 0
in Q und m > 0 auf einer Teilmenge von ) mit positiven Maf.

Es seien v und w hinreichend glatte Funktionen (zuldssige Funktionen), die die homogene
Dirichlet-Randbedingung erfiillen (ausreichend z.B. Stetigkeit in  und stiickweise stetige erste

partielle Ableitungen in ). Dann folgt mit den Integralsitzen von Green

/Q v(@)Aw(z)dr = /Q w(z)Av(z)dz

" ov, | Ow
= —/Qgradv(m) -grad w(x)dx = _/Q;&r-(x)(?xi (x)dz.

Daraus kann man leicht ableiten, dass (13) selbstadjungiert ist. Weiterhin ist die folgende

Bezeichnung naheliegend.

Definition 5 Eine Funktion v € Wzl,o(Q) heif$t allgemeine oder schwache Losung von (13), falls

die Integralidentitit

"~ v ow
/ Z:: 0x; (x)&rl ()de = )‘/Qm(x)v(l“)w(:c)d;c (14)
fiir alle w € W21,0(Q) erfillt ist.
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Dann sind folgende Funktionale fiir die Formulierung des Variationsproblems fiir (13) wichtig:

Dlp] = /Q; S—Z(ﬂf)g—:ﬁ(ﬂf)dm = | @\WQ{O H1/2 (Poincaré-Ungleichung),
Hlg] = Qm(w)soz(:v)d:v,
_ Dy, O
Dlp,y] = /Q Z; 7, @5y, @,
Hlp, ] = Qm(x)ap(m)w(m)dm.

Man erhélt nun die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenfunktionen von (13) mittels der fol-
genden Minimumeigenschaft.

Eine zuléssige Funktion v, fiir die der Ausdruck D[v] unter der Nebenbedingung H[v] = 1 ein
Minimum annimmt, ist eine Eigenfunktion ¢; von (13). Das Minimum von D]p;] ist der zu-
gehorige Eigenwert A;.

Falls wir jetzt nicht nur die Bedingung H[v] = 1 sondern auch die Orthogonalititsbedingung
Hlv,p1] = 0 fordern, dann ist die entsprechende Losung des Minimumproblems wieder eine
Eigenfunktion 9 von (13) und der minimale Wert D|[ps] = Ay ist der zugehérige Eigenwert.

Indem man nun das Minimumproblem D[v] unter den (n — 1) Nebenbedingungen
H[’U]:l, H[U,Spi]zo’izl,_”,n_l’

betrachtet, definiert man die Eigenfunktion ¢,, von (13), wobei der zugehorige Eigenwert durch
Dlpn] = A\ gegeben ist.

Die Beweise lassen sich mittels der Methoden der Variationsrechnung fithren und sind in
der oben angegeben Literatur zu finden. Daraus lassen sich schliellich folgende Eigenschaften

ableiten.

Lemma 1 Die Funktion m sei fiziert. Alle Eigenwerte von (13) sind positiv und bilden eine

nichtfallende Folge mit A\, — oo fiir n — oo sowie
0< A< A<A3<- <A, <

Der Beweis beruht im wesentlichen auf der Tatsache, dass die Klasse der zuléssigen Funktion v
fiir A, eine Teilklasse der zuléssigen Funktionen v fiir A,,_1 ist.

Als néchstes beschiftigen wir uns jetzt mit der Maximum—Minimum-Eigenschaft der Eigen-
werte. Dazu betrachten wir wieder (13), modifizieren aber die Bedingungen an die zuléssigen

Funktionen v. Wir ersetzen dabei die (n — 1) Bedingungen
Hv,0)]=0,i=1,...,n—1,
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durch die (n — 1) Bedingungen
Hv,v]=0,i=1,...,n—1,

wobei die Funktionen v1,...,v,_1, beliebige stiickweise stetige Funktionen in €2 sind, d.h., die
zuléissige Funktionenklasse wird grofler. Dann gilt folgende Aussage:

Gegeben seien die (n — 1) Funktionen vy, ..., v,_1, die in  stiickweise stetig sind. Dann sei

v, ... vt} = inf D[],
{Uh Y 1} 1}2‘/ [U]

wobei mit V die Menge aller in () stetigen Funktionen v bezeichnet wird, die in § stiickweise

stetig differenzierbar sind sowie die Bedingungen
Hv|=1, Hv,v]=0,i=1,...,n—1,
erfiillen. Setzen wir

Ap = sup inf Dlv],
" {v1yeeyOn—1} veV [ ]

so entspricht A,, den grofiten Wert, den d{vy,...,v,—1} fiir beliebige (n — 1)-Tupel zulédssiger
Funktionen vy, ...,v,_1 annehmen kann. Es gilt:

Dieses Maximum-Minimum wird fiir
V= (Qn, V1 =P1, V2 =02, ..., Un1 = Pn—1
angenommen.

Lemma 2 Der erste Figenwert \1 ist einfach, d.h., es gilt insbesondere Ay < X\o. Die zugehdrige

Eigenfunktion ¢1 verschwindet nicht in € und ist entweder streng positiv oder streng negativ in

Q.
Beweisidee: Die Aussage ergibt sich aus folgender Eigenschaft. Falls
D<A <A< <\, < oo
die Eigenwerte und ¢,, die n-te Eigenfunktion von (13) sind, so teilt die Menge
{x e Q: ¢p(z) =0}

das Gebiet 2 in hochstens n Teilgebiete. [ |

Da allgemein folgende Eigenschaften gelten

1. Schérfere Bedingungen an das Minimum-Problem verkleinern nicht den Wert des Mini-

muims,
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2. Schwéchere Bedingungen an das Minimum-Problems vergréflern nicht den Wert des

Minimums,

kann man jetzt folgende wichtige Schlussfolgerungen aus der Charakterisierung der Eigenwerte

mittels der obigen Variationsprobleme D]v] treffen.

Lemma 3 Der k-te Figenwert A\ ist eine monoton nicht wachsende Funktion beziiglich der

Funktion m = m(x). Weiterhin gilt, falls
mi(x) < ma(z) fast dberall in Q
ist, fir die zugehorigen Eigenwerte Ap(my) > Ag(ma).
Beweisidee: Die Aussage folgt aus der Tatsache, dass D[v] mit der Bedingung
Hq[v] = /le(:v)v2(a3)d:c
grofer als D[v] mit der Bedingung
Hyv] = /ng(x)v2(x)dx

ist. |
Analog lassen sich schliefilich auch die anderen Aussage im Satz 9 herleiten.

Weiterhin gilt auch folgende Charakterisierung der Eigenwerte

Me(m) = max [ m(z)v?(z)de,

veVy 9]
wobei
Vi ={ve W2170(Q) : / \Vo(z)2dr = 1, / v(x)pi(m)(x)de =0, 1=1,....k—1}
Q Q
ist. Hierbei wird also das Maximum von H[v] und der Nebendingung D[v] = 1 betrachtet.

Daraus folgt schlieBlich die Aussage (iii) im Satz 9. Aulerdem kann man (iv) herleiten, d.h.,

Lemma 4 \y(m) hingt stetig von m beziiglich der Ly, j5(S2)-Norm ab.
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3 Differentialrechnung in Banachridumen

3.1 Fréchet—und Gateaux—Ableitung

Es sei f(-,-) eine auf R? definierte reellwertige Funktion. Wir sind zunichst (als Motivation) an

Losungen der impliziten Gleichung
flz,y) =0

interessiert. Falls ein Punkt (xg,yp) existiert mit f(xg,yp) = 0 und die Funktion f bestimmte

Regularitidtsbedingungen erfiillt (ausreichend zweimal stetig differenzierbar) und falls

g—g(iﬂoa Yo) # 0

gilt, so folgt mittels des Satzes diber implizite Funktionen, dass die Gleichung f(z,y) = 0 in
einer hinreichend kleinen Umgebung U(zg,yo) eine eindeutig bestimmte Losung y = y(z) mit
f(z,y(x)) = 0 besitzt.

Unser Ziel besteht nun darin, dieses — auch fiir den R™ bekannte — Ergebnis auf unendlich-
dimensionale Banachriaume zu iibertragen. Dabei wird es sich zeigen, dass der entscheidende
Schritt darin besteht, die obige Bedingung g—g(xo,yo) # 0 durch die Existenz eines stetigen
linearen inversen Operators

Fy(ug,v0) ™!

zu ersetzen. Damit versucht man in Analogie zum R” das vorliegende i.a. nichtlineare Problem
F(u,v) = 0 durch Linearisierung lokal zu losen. Um dieses Ergebnis fiir Banachrdume beweisen
zu konnen, miissen wir zunéchst die aus dem R™ bekannten Ableitungen (totales Differential,
partielle Ableitung) mittels addquater Ableitungsbegriffe im Rahmen der Banachraum-Theorie
verallgemeinern. Das wird durch die Einfiihrung der Fréchet— und Gateaux—Ableitung erreicht.
Falls X und Y Banachrdume sind, und F : X — Y, so verwenden wir fiir die Berechnung von

F(z + h) die Linearisierung mittels Differential
F(z+h)=F(x)+dF(x;h) +o(|| h| X |]).
Hierbei ist wie iiblich 6 das Landau-Symbol, d.h., fiir
w: U0 CcX =Y
gilt

w(v)

w(v) =o(||v|X||) fir v— 0, falls
ol X |

— 0 fir v—0.
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Wie im R™ (totales Differential) soll dabei dF'(x;h) den linearen Teil beziiglich h darstellen.

Analog erhilt man dann iterativ fiir fixiertes h das zweite Differential durch
dF (x + k; h) = dF (x; h) + d*F (x; k, h) + o(|| k| X |]).
Diese Idee wird jetzt bei der Definition der Fréchet—Ableitung verwendet, indem man
F'(z)h = dF(xz;h), F"(x)kh = d*F(z;k,h)
setzt.

Definition 1 Es seien X und Y Banachriume und F : U(z) C X — Y, wobei U(z) eine
Umgebung von x ist.

(i) Die Abbildung F ist F-differenzierbar in x, falls ein (von x abhdingiger) Operator
L=L(z) € L(X,Y)
existiert, so dass
| F(x+h)— F(x) — LAY || = o(|| h| X ||) falls h— 0 (1)

fir alle h in einer Umgebung U(0) C X.

Wir sagen auch, dass die Abbildung F : U(x) — Y in z Fréchet-differenzierbar oder total-
differenzierbar ist. Wir definieren mit L = F'(x) die F-Ableitung von F in x. Das F-Differential
in x ist dann durch dF(z;h) = F'(z)h gegeben.

(ii) Die Abbildung F ist G-differenzierbar in x, falls ein (von x abhdngiger) Operator

L=L(x)e LIX,Y)
existiert, so dass
| F(z +tk) — F(x) —tLE|Y || = 0(t) falls t—0 (2)

fir alle k mit | k| X || =1 und alle reellen Zahlen t € U(0) C R.

Wir sagen auch, dass die Abbildung F : U(z) — Y in x Gateaux-differenzierbar ist. Wir
definieren mit L = F[/,(x) die G-Ableitung von F in x. Das G-Differential in x ist dann durch
daF(z;h) = Ff.(z)h gegeben.

(ili) Falls die F-Ableitung F'(z) (G-Ableitung F/(x)) fir alle x € A C X ewistiert, dann heifst
die Abbildung

Flz): AcX - L(X,Y) , =z~ F'(z)

Fh(z): ACX — L(X,Y) , T Fl ()
die F-Ableitung (G-Ableitung) von F auf A.
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Bemerkung 1 (i) Nach (1) und (2) wurden die beiden Ableitungsbegriffe durch Linearisierung
eingefiihrt. Es ist in Analogie zum R™ leicht nachzupriifen, dass F’ und F, eindeutig bestimmt
sind, falls sie existieren:

Wir nehmen an, dass (1) auch fiir einen linearen Operator L; gilt. Dann haben wir fiir alle e > 0
[ Lih = F'(@)R[Y | < el RIX

falls || h| X || < d = (e, h). Weiterhin ergibt sich fiir alle h € X mit || h|X || > 6 wegen

0
I X =0
21X

ebenfalls aus (1)
(L1 = F'(2))S] X [TTR)Y || < eo.

Verwenden wir jetzt noch die Linearitét von Ly und F'(x), so folgt
I (L1 = F'(2)hlY || < el| bl X |

fiir alle h € X. SchlieBlich zeigt ¢ — 0, dass L1 = F’'(x) gelten muss.

(ii) Verwendet man (2), so folgt

F tk) — F

3)

Setzt man nun ¢(t) = F(z + tk) fur fixiertes z, k € X, so erhélt man eine Funktion der reellen

Variablen t. Dann gilt fiir die G-Ableitung
/ d /
g (0) = EF(‘T + tkﬁ)|t:0 == FG(IE)]C,

dass sie Ableitung von F im Punkte x mit Richtung k ist. In diesem Sinne kann man die G-
Ableitung mit der Richtungsableitung fiir reelle Funktionen auf dem R™ vergleichen.

(iii) Die G-Ableitung kommutiert mit stetigen linearen Funktionalen, d.h., es gilt

%(y*, F(z +tk))|i=0 = (y", Fa(2)k)

fir alle y* € Y.
(iv) Falls F sogar G-differenzierbar in x + tk, 0 <t < 1, ist, so folgt

1
F(x+k)—F(x) = / Fi(z + tk)kdt :
0
Nach (iii) haben wir

1 1
Dt Flo k)t = [ (gl + th)kdt.
dt ¢
0 0
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Nach Satz 5 im Abschnitt 2.2 folgt damit
1
' Flat k) = F@) = (", [ Folo+ okt
0
Da diese Beziehung fiir alle y* € Y* gilt, erhalten wir (iv).

Beispiel 1 Wir wihlen X =R", Y =R und z = (;,...,&,). Dann gilt fir f: X - Y
ROy

oe’ o,

falls alle auftretenden partiellen Ableitungen existieren. Wir erhalten somit

) = erac f10) = (

df (z; h) = (grad f(x), h),

wobei (-,,-) das Skalarprodukt in R™ ist. Damit kann man die Fréchet-Ableitung als Verallge-
meinerung des totalen Differentials fiir reelle Funktionen f auf dem R™ auffassen, da in diesem
Fall die klassische totale Differenzierbarkeit mit der F-Differenzierbarkeit iibereinstimmt.

Die Funktion f ist in z € R"™ genau dann G-differenzierbar, wenn ein a = (ai,...,a,) € R”

existiert, so dass fiir alle k = (k1,...,k,) € R" mit || k|R™ | =1 gilt

fletth) — fl2) g~
}gr(l] n = Z.ZlaZkZ = (a, k).

Somit gilt in diesem Fall:
0
Ist f in o F-differenzierbar, so existieren die partiellen Ableitungen %(m) = a;. Die totale
i

Differenzierbarkeit von f in x ist gesichert, falls die partiellen Ableitungen in U(x) existieren

und in x stetig sind. In diesem Falle ist f in o sowohl F- als auch G-differenzierbar.
Wir geben jetzt einige Eigenschaften der F- und G- Ableitung an.

Proposition 1 (i) Fualls F' Fréchet—differenzierbar ist, so ist F' auch Gdteauz—differenzierbar,
und die F'-Ableitung in x ist gleich der G-Ableitung in x.

(ii) Falls fiir die G-Ableitung in x der Grenziibergang in (3) gleichmafig fir alle k mit || k| X || =1
erfolgt, so ist diese Ableitung auch die F-Ableitung.

(ili) Falls Ff, in einer Umgebung U(x) existiert, und falls F(, stetig in = ist, so ist F/,(x) auch
die F-Ableitung F'(z).

(iv) Falls die Fréchet-Ableitung F'(x) existiert, so ist F' in x stetig.

Beweis. Die Aussagen (i), (ii) und (iv) folgen unter Verwendung von (1), (2) sowie (3) mit
h = tk.

Wir zeigen (iii). Setzen wir ¢g(t) = F'(z + th), so erhalten wir mit (3) wie oben
g (t) = Fi(x + th)h.
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Somit folgt unter Verwendung der Stetigkeit von F(,(x) und des Mittelwertsatzes

| g(b) —g(a) = (b—a)g'(t)|Y | < (b —a) S g (t) = g'(to) Y|,

siehe Abschnitt 2.2.2,

l9(1) =g(0) =g OV | = [[F(x+h)=F(x) - Fg(z)hlY|

< s | gz + 7h) — Fg (@) || AIX || = o([| hIX ).
T7€(0,

fiir h — 0. [ |

Bemerkung 2 (i) Falls F' Fréchet-differenzierbar und falls F'(x) fiir alle z € U C X stetig ist,
so schreiben wir F' € C*(U,Y).

(ii) Die Umkehrung von Proposition 1 gilt i.a. nicht. Man verwende z.B. M.S. Berger, Nonlinea-
rity and Functional Analysis, S.68ff. Aulerdem folgt aus der G-Differenzierbarkeit von F' noch

nicht die Stetigkeit. Das ergibt sich zum Beispiel aus entsprechenden Resultaten fiir den R”.

Beispiel 2 (i) Die konstante Funktion F'(x) = ¢ ist F-differenzierbar fiir alle z € X und es gilt
F'(z) =0.

(ii) Falls A € L(X,Y), so ist wegen A(x 4+ h) — A(x) = A(h) die Abbildung A fir alle z € X
ebenfalls F-differenzierbar mit A’(xz) = A.

Im folgenden geben wir einige Differentiationsregeln an, die die bekannten Regeln fiir das
totale Differential im R™ auf den hier vorliegenden Banachraum-Fall iibertragen. Der Beweis

erfolgt analog.

Proposition 2 (i) (Summenregel)
Die Abbildungen Fy, Fy : U(z) C X — Y seien F-differenzierbar in x. Dann ist auch aFy + BFs

fiir alle reellen o und B F-differenzierbar, und es gilt
(aFy + BFy)'(x) = aFy(z) + BFy(x).

(ii) (Produktregel)

Gegeben seien die Banachriume X, X1, Xo und Y. Weiterhin sei
B: X1 xXo—Y, (r1,r2) = B(x1,22)
bilinear und es existiert ein ¢ > 0, so dass fir alle x; € X;, 1 = 1,2,
| B(x1, 22)|[Y || < ¢l 21| Xy || || 22 X2 ||
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erfillt ist. Falls
Fi:Ui(x)CX—>X,~, 1 =1,2,

in x F-differenzierbar ist, so ist die Abbildung
H(x) = B(Fi(x),Fy(x)): X =Y
in x ebenfalls F-differenzierbar und es gilt
H'(z)h = B(F|(z)h, F»(z)) + B(Fy(z), F5(x)h), h € X.

(iii) (Kettenregel)
Es seien Fy : Op =Y und Fy : Oy — Z, wobei Oy € X, Og € Y offen mit F1(O1) C Oz. Wir
betrachten jetzt die Abbildung

F20F1 : 01 —>Z, FgoFl(x) :Fg(Fl(x))

Falls Fy in x € Oy und Fy iny = Fi(x) € Oy F-differenzierbar ist, so ist auch Fy o Fy in x

F-differenzierbar, und es gilt
(Fy o F1)'(x) = F3(Fi(2)) o Fi (x) = F3(Fi(2)) F{ ().

Beweis: Die Aussage (i) folgt aus (1) bzw. (2), indem man die entsprechenden Darstellungen
von aF; und BF5 addiert.

Wir zeigen (ii). Dazu setzen wir
Fi(z + h) = Fy(x) + F'(@)h + o([ | X [I), h =0,

in die bilineare Abbildung B(-,-) ein und verwende die Voraussetzung an B.

Wir beweisen (iii). Nach Voraussetzung gilt
Fy(Fi(z) + k) = Fy(Fi(x)) + Fy(Fi(2)k + o([[ kY []), k — 0,
k:=Fi(z+h) — Fi(z) = Fj(z)h +o(|| A X []), h = 0,
und somit
By(Fi(z +h)) = Fa(Fi(2)) + Fy(Fi(x) - Fi(z)h + o(| X [)), h = 0,
Die Produktformel in (ii) stellt also die Verallgemeinerung der klassischen Produktregel in R
(fifo) = fifa+ f1f2

mit B(zy,x2) = 1 - x2 dar.

Analoge Resultate gelten fiir die G-Ableitung.
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Beispiel 3 (i) Es sei fir X = C?[0,1] und Y = C[0,1] die Abbildung F : X — Y gegeben
durch
F(u) =u" +u® = L(u) + N(u).

Dann gilt fiir F'(u)v = L'(u)v + N'(u)v die Beziehung

da L linear ist (siche Beispiel 2) und
N(u+v) = N(u) = (u+v)* —u® = 3u?v + 3uv? + v* = 3uv + o(|| v| X |]).

(ii) Allgemein gilt fiir N(u) = f(u), wobei f: R — R hinreichend glatt ist,

Beispiel 4 Es sei 2 C R” ein beschrianktes Gebiet mit glattem Rand 9€2. Als Banachrdume X
und Y wihlen wir fiir a € (0,1) die Holderriume X = C?t*(Q) und Y = C%(Q2). Es sei nun
F: X =Y gegeben durch F(u) = —Au+ f(-,u).

Man zeige, dass F' Fréchet-differenzierbar ist, falls f(z,&) : © x R — R hinreichend glatt ist,
und dass dann
of

F'(u)v = —Av + a—g(-,u)v

gilt.
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3.2 Nemytskij—Operatoren

Wir untersuchen jetzt die Abbildungseigenschaften fiir eine Klasse von Operatoren, die in der
nichtlinearen Analysis eine grofle Bedeutung besitzen.

Falls Q C R" ein offenes und beschrénktes Gebiet ist, so bezeichnen wir mit M (€2) die Menge
aller (Lebesgue-)messbaren reellwertigen Funktionen u : € — R. Die Klasse der messbaren
Funktionen ist ziemlich grofl. ,Fast jede“ auf 2 definierte Funktion w ist messbar. Falls die
Funktionen u;(z), 7 = 1,...,m, messbar sind, so betrachten wir die durch Komposition definierte

Funktion
g(x) = h(z;ui(x),. .., un(z)).

Im allgemeinen ist dann diese Funktion g(x) nicht mehr auf 2 messbar. Aus diesem Grun-
de fithren wir jetzt die Carathéodory—Figenschaft ein, mit deren Hilfe sich unsere Ergebnisse

einfacher formulieren lassen.

Definition 2 FEs sei Q ein Gebiet im R™. Weiterhin sei die Funktion

h(;€)

auf Q x R™ definiert. Wir sagen, dass die Funktion h die Carathéodory—FEigenschaft besitzt, falls
(1) fir alle £ € R™ st die Funktion

he(x) = h(z;€)

(als Funktion der Variable x) auf Q0 messbar,

(ii) fir fast alle x € S ist die Funktion
ha(§) = h(z; €)
(als Funktion der Variable £) auf R™ stetig.

Bemerkung 3 (i) Falls die Funktion & die Carathéodory—Bedingung erfiillt, so schreiben wir
h e CAR.

(ii) Da jede stetige Funktion messbar ist, ergibt sich sofort:

Falls die Funktion h = h(x;&) auf Q x R™ stetig ist, so gilt h € CAR.

Die Bedeutung der Carathéodory—Bedingung ergibt sich aus folgendem Resultat.
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Satz 1 Es sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet. Die Funktion h = h(x;€) sei fir x € Q und
¢ € R™ definiert. Weiterhin gelte h € CAR. Falls die Funktionen u;(z), i = 1,...,m, auf Q

messbare Funktionen sind, so ist auch die durch Komposition definierte Funktion

g(x) = h(z;ur(z),. .., um(x))
auf Q) messbar.

Beweisidee: Ein Beweis kann zum Beispiel in M.M. Vajnberg, Variational Methods for the Stu-
dy of Nonlinear Operators, Holden-Day 1964, gefunden werden. Wir bemerken an dieser Stelle
nur, dass der Beweis nicht einfach ist und insbesondere klassische Ergebnisse aus der Mafitheo-
rie verwendet. So liefert das sogenannte Lusin—Theorem, siehe zum Beispiel A.N. Kolmogorov,
S.V. Fomin, Introductory Real Analysis, Prentice-Hall 1970, eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Messbarkeit einer Funktion. Unter Verwendung der Carathéodory—Eigenschaft
folgt dann damit, dass die Funktion g(x) ebenfalls messbar ist.

Lusin—Theorem

Es sei B C R™ mit meas B < oco. Eine auf der Menge B x R™ definierte Funktion hat die Ei-
genschaft C AR genau dann, wenn sie die Eigenschaft (S) hat, d.h., wenn es fiir jedes n > 0 eine
abgeschlossene Menge F' C B so gibt, dass

(i) meas F' > meas B — 7,

(ii) g ist auf F x R™ (beziiglich F' x R™) stetig. |

Wir fiihren jetzt einen weiteren wichtigen Begriff der nichtlinearen Analysis ein.

Definition 3 Es sei die Funktion h = h(z;€) fir allex € Q und alle £ € R™ definiert. Weiterhin
gelte h € CAR. Dann ist der Nemytskij—Operator H fiir das m-Tupel von messbaren Funktionen

u; =ui(x), z€Q,i=1,...,m, durch
H(ug, - yum) () = h(z;ur(z), ... um(x))
definiert.

Bemerkung 4 (i) Der Buchstabe H wurde von dem russischen Buchstaben H ~ N fiir Nemyts-
kij abgeleitet. (siehe auch Agatha Christie, Murder in the Calais Coach, Poirots Ermittlungen).
(ii) Theorem 1 garantiert, dass der Nemytskij—Operator ein m-Tupel von messbaren Funktionen

auf eine messbare Funktion abbildet.

Fiir viele Anwendungen sind insbesondere Nemytskij—Operatoren interessant, die auf Rdumen

vom Typ L,(2) bzw. C(Q2) definiert sind (siehe auch die fritheren Beispiele 3 und 4). Der zweite
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Fall C(Q2) ldsst sich einfach behandeln. Wir geben aus Vollstandigkeitsgriinden einige Ergebnisse
fiir die L,-Theorie an, welche fiir viele Untersuchungen im Rahmen der nichtlinearen Analysis
wichtig sind. Wir beginnen zunéchst mit der Stetigkeit des Nemytskij—Operators. Fiir zusétzliche

Bemerkungen und ausfiihrliche Beweise verweisen wir auf das obige Buch von M.M. Vajnberg.

Satz 2 FEs sei Q) C R” ein beschrinktes Gebiet, und fiir die reellen Zahlen p1,pa,...,pm und r
geltep; > 1,i=1,...,m, sowie r > 1. Die Funktion h € CAR sei auf Q) x R™ definiert. Wir
bezeichnen mit H den durch die Funktion h definierten Nemytskij—Operator.

(i) Dann gilt fir jedes m-Tupel von Funktionen u; € Ly, (), i =1,...,m,
H(ut, ..., up) € L.(9)

genau dann, wenn die folgende Wachstums-Bedingung erfillt ist:
Es existiert ein Funktion g € L,() und eine positive Zahl ¢, so dass fir fast alle x € Q und
alle £ € R™

h(@: 61,1 En)| < g(@) + ¢S |G (4)
=1

(il) Falls (4) erfiillt ist, so definiert der Nemytskij—Operator H eine stetige Abbildung vom kar-
tesischen Produkt
Ly, () x -+ X Ly, (2)

in den Raum L,(Q).

Bemerkung 5 (i) Falls X;,i = 1,...,k, Banachrdume mit der Norm || -|X; || sind, so bezeichnet

die Menge X aller k-Tupels
(Ug,...,uk), u; € X4, i =1,...,k,
das kartesische Produkt der Rdume X;, i = 1,...,k, und wird mit
X=X x - x X

bezeichnet. Der Raum X ist wieder ein Banachraum, falls die Norm in X zum Beispiel durch

k 1/s
Iy, u) [ X = (Z s X Hs> :
i=1

definiert wird, wobei s € [1, 00) fixiert ist.
(ii) Eine besondere Figenschaft des i.a. nichtlinearen Nemytskij—Operator H, die wir spéter nur
verwenden werden, ist also, dass sich aus der Wachstumsbedingung (4) folgende Eigenschaften

ergeben:
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o H: Ly (Q)x--- XLy (Q) = L ()
o H: L, (Q)x---xLy () = L () ist beschrénkt
o H: Ly (Q) x--- XLy (Q) = L () ist stetig.

Zum Beweis verwenden wir eine Reihe von Ergebnissen, die wir in den folgenden Lemmata be-

weisen werden.

Definition 4 FEs sei Q) C R" eine beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und

{fn};z.ozl

eine Folge messbarer Funktionen, die auf ) definiert sind und dort fast iberall endlich sind. Die
Folge {fn};2 konvergiert auf Q dem Mafle nach gegen die Funktion f, falls fir jedes € > 0 die
Eigenschaft

lim meas{z € Q: |fu(z) — f(x)| >} =0

n—oo

gilt.

Bemerkung 6 (i) Falls {f,},2; eine Folge messbarer Funktionen ist, die auf € dem Mafle nach
gegen f konvergiert, so ist f ebenfalls eine messbare Funktion.
(ii) In den folgenden Untersuchungen nehmen wir in der Regel an, dass m = 1 gilt. Der Fall fir

m > 2 erfolgt analog.

Lemma 1 FEs sei  C R™ eine beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, und

{untnza

eine Folge von messbaren Funktionen, die auf Q0 definiert sind und dem Mafle nach gegen ug
konvergiert. Die Funktion h € CAR sei auf 2 x R definiert. Wir bezeichnen mit H den durch
die Funktion h definierten Nemytskij—Operator.

Dann konvergiert die Folge
{H(un) It

auf  dem Mafle nach gegen die Funktion H(ug).

Beweis: Esseie > 0. Fiir k =1,2,..., sei i die Menge der z € €, so dass fiir jedes s € R mit
1
J— < —
Juo(z) — sl < -
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die Ungleichung
|h(@;uo(w)) — h(z;s)| <e

gilt. Dann gilt Qi C Q41 fiir k£ € N. Da h € CAR gilt und somit fiir fast alle z € Q die Funktion
h, stetig ist, folgt

lim meas 2, = meas ).
k—o0

Fiir ein beliebiges 1 > 0 gibt es also ein kg € N, so dass
meas {1, > meas ) —

ist. Fiir n € N definieren wir jetzt

F, = {req: |uo<x>—un<w>|<k—10},

D, = {ze€Q: |H(u)(x) — H(uy)(z)| <e}.

Da die Folge {u,};2; auf Q dem Mafle nach gegen die Funktion up konvergiert, existiert eine

Zahl ng € N, so dass fiir alle n > ngy die Ungleichung
meas F,, > meas{) —n

gilt. Da
Qko Nk, CcD,

ist, folgt also

meas D;,, > meas ) — 1.

Lemma 2 FEs sei Q) C R™ eine beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Die Funktion h € CAR
sei auf Q0 x R definiert. Wir bezeichnen mit H den durch die Funktion h definierten Nemytskij—

Operator. Weiterhin gelte 1 < p < oo und 1 < r < oco. Wir nehmen an, dass
H: Ly,(Q) — L.(Q2)

gilt.
Dann ist H ein stetiger Operator, der den Raum L,(?) in den Raum L,(Q) abbildet.

Beweis: 1. Schritt Wir setzen zunéchst voraus, dass H(0) = 0 ist. Wir zeigen, dass H in
0 € L,(R) stetig ist.

Wir nehmen jetzt indirekt an, dass H im Punkt O nicht stetig ist. Unser Beweis wére beendet,
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wenn wir unter dieser Annahme eine Funktion ¢ € L,(Q2) konstruieren kénnen, fir die H(v)) ¢
L.(2) gilt.
Mit dieser Annahme existieren also eine Folge {¢,}n2; C L,(Q2) mit ¢, — 0 fiir n — oo in

L,(€2) und ein a > 0, so dass
| e @rds > )

fir n € N gilt. Wir konstruieren jetzt davon eine Teilfolge {¢y, }7—;, eine Folge positiver Zahlen

{er}r2; und eine Folge {€}72; von Teilmengen von © mit den folgenden Eigenschaften

1
(a) k1 < §€]§,
(b) meas Qy, < &,
2
© [ Pen)@ds > o,
Q
(d) fiir jede messbare Menge D C ), meas D < 2e41 gilt

[ ton) @ < 3o,
D
(e) /Q |n,, (2)[Pda < .

Die Folgenglieder ¢, €2, sowie ¢, werden induktiv definiert. Wir setzen e = meas 2, ¢, = ¢1,
0y = Q. Es sei nun 41 eine Zahl, fiir die (d) und (e) erfiillt ist. Das ist moglich, da das Integral
absolut stetig ist und H(pp,) € L,(2) gilt. Da die Funktion ¢, die Bedingung (c) erfiillt, ist
wegen (b) auch (a) erfiillt.

Wir konstruieren jetzt Qxy1 und ¢, . Da eine in L,(Q2) konvergente Folge auch dem Mafie

nach in € konvergiert, existiert also eine natiirliche Zahl ny41 und eine Menge Fj11 C €2 derart,

dass
meas 2 — meas F 11 < €11 (6)
und
o 1/r
|/H(90nk+1)(x)| < <m> » T € Fk-f—l’ (7)

gilt. Wir setzen jetzt Q1 = Q\ Fgy1. Die Menge Q1 geniigt der Bedingung (b) (wegen (6))
und auch (c), da wir mittels (5) und (7) die Abschéitzung

"dr = "dx — x)|"dx ga
[ e @rde= [ P )@= [ )@l 3

erhalten. Wir definieren jetzt fiir £k € N die Mengen Dj durch

Dy = \ U Q.
i=k+1
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Dann haben wir meas Dy, < €, und die Mengen D), sind paarweise disjunkt. Weiterhin gilt

o0 oo
> [ lon@Pds <3e <. ®
k=1 79 k=1
da die Reihe
o
> e
k=1
nach Konstruktion konvergiert und

[ en @z

eine beschriankte Folge ergibt. Verwenden wir jetzt Lemma 1, so folgt hieraus, dass H (¢, ) dem
MaBe nach in Q gegen die Nullfunktion konvergiert. Wegen (a) gilt
o
meas U 0; < 2ep41, ke N. 9)

i=k+1
Wir definieren jetzt fiir £k € N

on, (x) falls x € Dy,

0 falls x ¢ U;2, D;.

P(x) =
Wegen (8) gilt ¢ € L,(€2). Auf der anderen Seite haben wir H(v)) ¢ L,(€2): Wegen (9), (d) und
(e) gilt
/ (H()(x)["dz > / |H(on) ()] dae (10)
Dy, Qp
—/ o) (@) da > 2,
Q,\Dp

und weil die Mengen Dj, paarweise disjunkt sind, erhalten wir aus (10) die Ungleichung

/Q [H()(2)["dz > ];/Dk [H() (@) dx = oo.

Damit haben wir aber einen Widerspruch zur Voraussetzung H)(¢)) € L.(2).

2. Schritt Wir betrachten den allgemeinen Fall. Es sei also ug € L,(£2). Dann setzen wir
hi(z;s) = h(z;up(z) + ) — h(z;up(x))

fir x € Q und s € R. Es gilt h; € CAR und #H;1(0) = 0. Nach dem ersten Schritt ist H; im
Punkt 0 stetig. Daraus folgt aber sofort die Stetigkeit von # im Punkt ug € L,(£2). [ |

Lemma 3 FEs sei ) C R"™ eine beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, und die Funktion h €
CAR sei auf Q x R definiert. Wir bezeichnen mit H den durch die Funktion h definierten

Nemytskij—Operator. Weiterhin gelte 1 < p < oo und 1 < r < co. Wir nehmen an, dass
H: Ly,(Q) — L.(Q2)
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gilt.
Dann ist H ein beschrinkter Operator, der den Raum L,() in den Raum L,(Q) abbildet.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass #(0) = 0 gilt. Nach

Lemma 2 (Stetigkeit) existiert eine Zahl p > 0, so dass

/ﬂ () (@) da < 1 (1)

ist, falls fiir beliebiges ¢ € L,(£2) die Ungleichung

| e@ps <
Q
erfiillt ist. Es sei jetzt u € L,(2) und n € N mit
np? < ulLy |7 < (n+1)p"

ist. Weiterhin existieren Mengen €1, ..., 2,11, so dass

n+1

0= U O,
=1

und
/ lu(z)Pde < pP,i=1,...,n+1,
Q;

erfiillt ist. Unter Verwendung von (11) folgt dann

r<n+1 Tde < 1< Hu“’p” D 1
H 31(“)’[/7*(&2) ” = ; 1 /Z \H(u)(m)] r<n-+ (7) +
[

Lemma 4 FEs sei ) C R" eine beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, und die Funktion h €
CAR sei auf Q x R™ definiert. Wir bezeichnen mit H den durch die Funktion h definierten

Nemytskij—Operator. Fiir a > 0 setzen wir
Se =11, &m) ER™: |§] <a,i=1,...,m}.
Dann ist die Funktion

o(x) = sup{|h(z; &1, .. &m)l = €1y oo &m) € Sa}

auf € messbar.

Beweis: Zum Beweis verwendet man wieder das Lusin—Theorem. [ |
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Lemma 5 Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen und Voraussetzungen wie im obigen Lem-

ma 4. Dann existiert mindestens ein m-Tupel von auf 2 messbaren Funktionen

(¢1,' .. a¢m)a

fir das
o(x) = |h(z;1(2), ..., hm(x))]

fir fast alle x € Q gilt.

Beweis: Wir beweisen die Aussage fiir m = 1, den allgemeinen Fall kann man induktiv zeigen.

Wir setzen

Y1(x) = min{&y : [&] < a, [h(2;&)] = @(2)}.
(Diese Funktion ist fast iiberall auf 2 definiert, da h € CAR.) Es sei § € (—a,a) und P3 =
[—a, f]. Nach Lemma 4 sind ¢ und

wp(-) = sup [h(;;&1)]
&1€P3

fiir jedes B € (—a,a) auf Q messbare Funktionen. Somit ist auch die Funktion

1+
1+ g

S A
auf €2 messbar, d.h., fiir jedes y € R ist die Menge

{zeQ: f(z) >y}

messbar. Da in unserem Fall
{zeQ: fz)>1}={z e Q: ¢(x) > B}

gilt, ist somit auch die Funktion t; auf €2 messbar. [ |
Beweis von Satz 2: 1. Schritt Falls (4) gilt, so kann man leicht zeigen, dass der Operator H
das kartesische Produkt L,, () x --- x L, () in L,(€2) abbildet. Das ist eine Konsequenz aus

der bekannten Ungleichung
(dy 4o )" <K TN+ -0+ dp),

falls d; > 0,4 =1,... &k, und r > 1 erfiillt ist. Wir betrachten jetzt wieder nur den Fall m = 1

im obigen Satz 2. Damit erhalten wir unter Verwendung von (4)

(s u(@))|"

IN

[lg(@)] + ¢ lu(z)P/]"
< 27 lg@)" + ¢ fu@)P].
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Das Integral des letzten Ausdrucks ist damit endlich, da g € L,(2) und u € L,(€2) nach Vor-

aussetzung gilt. Somit erhalten wir
H(u)(z) = h(x;u(z)) € L.(9).

Nach Lemma 2 ist der Operator H auch stetig.
2. Schritt Es sei
H: Ly(Q) — L.().

Dann existiert nach Lemma 3 eine Zahl ¢ > 0, so dass fiir alle u € L,(£2) mit
/ |u(z)[Pdx < 1
Q

die Abschitzung
/ |h(z;u(x))|"de <
Q

gilt. Wir setzen jetzt

h(a;§)] = g™+ fir |h@:)] = clg”,

f(x;8) =
0 :fiir [h(z; )] < ¢/

Fiir (z;€) € Q x R mit f(x;&) # 0 gilt

[f (@) < |h(z;6)" = c"g]”

Wir setzen
Q={zeQ: f(z;u(z)) >0}
Dann existieren Mengen €2;, i =1,...,n + 1, so dass
_ n+1
Q= U O,
i=1
und

/ lu(z)Pde <1,i=1,...,n+1,
Q;
ist. Also gilt nach oben
/~ |h(z;u(x))|"de < (n+1)c"
Q
und damit
[ ifunrds = [ (f@ue)r
Q Q

[ |h(z;u(x))|"dz — cr[ lu(z)|"dx < c".

Q Q

IN
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Die Funktion f : © x R — R besitzt die Carathéodory—Eigenschaft. Nach Lemma 5 existiert

eine Funktion 1), die auf {2 messbar ist, mit

Dann ist leicht zu sehen, dass ¢, € L,(Q2) gilt (nach Konstruktion beschrinkt fast iiberall in
). Wir definieren jetzt

g(w) = sup f(x;§) = lim_f(x;9n(x)).

£eR

Die Funktion ¢ ist als Limes von messbaren Funktionen auch auf {2 messbar. Dann folgt aus

(12) und dem Lemma von Levi/Fatou

[ lotairds <sup [ (7o)l do <
Q n Q

Also haben wir

g€ Ly ()

und nach Definition von f
g(x) = sup(|h(z; &)| — cl¢[T).
£eR

und somit fiir fast alle x € Q und alle £ € R
[h(w; €)| < g(w) + clP/"

|
Wir betrachten jetzt nur noch den Fall H(u), d.h., wir setzen nun stets m = 1. Ergebnisse fiir
m > 2 lassen sich analog beweisen.
Nun beschiéftigen wir uns mit der Differenzierbarkeit des Nemytskij—Operators H, d.h., wir sind
an H € CY(X,Y) mit geeignet gewihlten Banachriumen X und Y interessiert.
Es sei p > 2. Weiterhin setzen wir voraus, dass die erzeugende Funktion h(x;¢) die partielle

Ableitung

oh

he (x5 &) = 3_5(9“5)

besitzt und diese sowohl die Carathéodory—Bedingung (CAR) als auch die folgende Wachstums-
bedingung
e (;€)| < a+blgfP~? (13)

fiir geeignet gewihlte positive Konstanten a und b erfiillt.

Verwenden wir jetzt die Resultate aus Satz 2, so ist ebenfalls der Nemytskij—Operator

He(u)(x) = he(z;u(2)) = Lp(Q) = Le(Q), 7= —,
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eine stetige Abbildung.
Die Funktion H¢(u)v sei nun durch

He(uv sz = (He(u)(2)) - v(2)

gegeben. Die allgemeine Héldersche Ungleichung lautet

1
IfolLs | < WFILp I MglLr [l = =4

fir fe L,(R2),p>1, und g € L,(2), r > 1. Somit folgt wegen

1
=+
P

-2 -1
p p p

S |

L
p
dass He(u)v € Ly () erfiillt ist, falls u, v € L,(2) und somit He(u) € L, (£2) gilt.

Satz 3 FEs sei Q) C R” eine beschrinktes Gebiet und p > 2. Wir setzen voraus, dass die Funktion
h € CAR auf Q x R definiert ist und die partielle Ableitung he € CAR ebenfalls auf 0 x R
definiert ist sowie (13) erfillt. Ist zusdtzlich h(x;0) beschrinkt, so ist der Nemytskij—Operator

H: L) = Ly, p=——7
F-differenzierbar auf L,(€2) mit dem Differential
H(u): v— He(u)v, Lp(Q) = Ly ().
Beweis: Integrieren wir (13), so folgt die Existenz von Konstanten ¢, d > 0, so dass
h(a:8)] < o+ dle™
gilt. Folglich zeigt Satz 2 die Stetigkeit von
H: Ly(Q) = Ly (Q),

wobei p' = Ll wie iiblich den zu p konjugierten Exponenten aus der klassische Holderschen
p p—

Ungleichung
1 1
Ifgllall < WA Mgl Ly Nl 24 5 =1,

bezeichnet.

Fiir u, v € L, () berechnen wir

w(u,v) = [[H(u+wv) = H(u) = He(u)v|Ly |
= /Ihwu )+ v()) = h(z; u(x)) — he(w; u(z))o(@) " de|”

1
7
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Es gilt
(W5 u(x) +0(x)) — h(z;u(z)) — he (25 u(2))v(2)]
1
= !v(w)/ [he (2 u(x) + tv(x)) — he(w; u(@))dt] = |v(z)w(z)],
0
mit
1
w(x) = / (he (@5 u(x) + tv(x)) — he(x;u(z))]dt.
0
Verwenden wir jetzt wieder die Holdersche Ungleichung, so erhalten wir

w(u,v) = </Q|v(x)w(x)|p/dx>pl,
p

olZp |- lfwlLr fl, 7 = 25

A

Es gilt

[w] Ly [

IN

/Q (/01 |he (5 u(x) + to(z) — hé(w;u(x))!rdt>dgg
— /01 </Q |he(x;u(z) + to(x) — hs(ﬁﬂ;U(x))de) dt
= /01 || he(u + tv) — he(uw)|Ly ||"dt.

Da die Abbildung
He: Ly(Q) = L(2)

stetig ist, folgt
| He (w4 tv) — He(u)| Ly ||” = 0 fiir ||v|Ly| — 0, ¢t €[0,1].
Nun ergibt sich aus (14), (15) und (16), dass
w(u,v) = o[ v]Ly )

ist.

(15)

Bemerkung 7 Wir weisen darauf hin, dass fiir p = 2 die Aussage von Satz 3 im allgemei-

nen nicht richtig ist. Man kann unter den angegebenen Voraussetzungen nur zeigen, dass der

Nemytskij—Operator G-differenzierbar aber im allgemeinen nicht F-differenzierbar ist.

Satz 4 FEs sei ) C R™ eine beschrinktes Gebiet. Wir setzen voraus, dass die Funktion h € CAR

auf @ x R definiert ist und die partielle Ableitung he € CAR ebenfalls auf Q x R definiert ist

sowte

|he(z;6)| < ¢
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erfillt ist. Dann ist der Nemytskij—Operator
H: La(Q2) — La(2)
G-differenzierbar auf Lo(€2) mit dem Differential
He(u) : v = He(u)v,  La(Q) — La(9).

Beweis: Wir miissen zeigen, dass fiir alle u, v € La(Q2)

H H(u~+ tv) — H(u)
t

- Hg(U)U‘LQH S0 fiir ¢ 0. (18)

Analog zu oben erhalten wir

hasu(x) + to()) — h(z; u(a)
t

1
= v(x)/o [he (x5 u(z) + Ttv(x)) — he(x;u(z))]dr.

- he(asu(a))o(e)

Setzen wir X
wi(z) = wi(u,v)(z) = /0 [he (@3 u(z) + Ttv()) — he (s u())]dr,

so folgt

H H(u+ tv) — H(u)

" —Hg(u)v\LQHZ = / v (1)w? ()

Q
< /91)2(1') /01 |he (x5 u(z) + Ttv(x)) — he(x;u(z))|drde.
Fiir t — 0, ergibt sich 7tv(x) — 0 fast iiberall in Q und folglich
he(x;u(x) + Ttv(x)) — he(z;u(x)) — 0
fiir fast alle z € Q. Verwenden wir die Voraussetzung, so haben wir
|he (@3 u(z) + Tto(x)) — he(z;u(z)))? < M < 0o
und damit nach dem Satz von Lebesgue
/01 |he (25 u(z) + Ttv(x)) — he (5 u(2))|?dr — 0 fir ¢t — 0.

Daraus folgt aber der Satz. |

Das néchste Ergebnis vervollstandigt die obige Aussage.

Satz 5 Es sei 0 C R" ein beschrinktes Gebiet. Wir setzen voraus, dass h, he € CAR sowie
(17) gilt. Auferdem sei H in einem Punkt u* € Lo(Q) F-differenzierbar. Dann existieren auf

messbare Funktionen a und b mit

F2:8) = af2)¢ + b(@).

Es existieren dann also nur lineare erzeugende Funktionen!

46



3.3 Partielle Ableitungen, Hohere Ableitungen

In Analogie zur klassischen Analysis fithren wir jetzt auch partielle Ableitungen in allgemeinen

Banachraumen ein.

Definition 5 Fs seien X, Y und Z Banachrdume, O C X xY offen und F : O — Z mit
(z,y) — F(z,y). Es sei (xo,y0) € O. Fiir fixiertes yo setzen wir g(x) = F(x,yo). Falls g eine
F-Ableitung in x¢ hat, so definieren wir die partielle Ableitung von F in (xo,yo) beziglich der

Variable x durch
Fy(w0,90) = ¢'(x0).

Die partielle Ableitung Fy(xo,y0) beziiglich y wird analog eingefiihrt.

Wir geben einige Figenschaften der partiellen Ableitung an, die in Analogie zur klassischen

Analysis bewiesen werden konnen.

Proposition 3 (i) Falls F in (zg,yo) F-differenzierbar ist, so existieren die partiellen Ablei-

tungen F, und F, in (zo,y0) und es gilt

F'(x0,y0)(x,y) = Fr(zo, yo)z + Fy(xo,y0)y (19)

(i) Falls F' die partiellen Ableitungen F, und F, in einer Umgebung U(xg,yo) besitzt und diese
in (zo,y0) stetig sind, dann existiert die F-Ableitung F'(xg,yo) und es gilt (19).

(iii) Die Abbildung F ist in U(xg,yo) stetig F-differenzierbar genau dann, wenn alle partielle
Ableitungen in U(xg,yo) stetig sind.

Wir fithren jetzt die hoheren Ableitungen ein. Es seien wie iiblich X, Y Banachraume und

O C X offen. Weiterhin sei F' € C1(0,Y). Wir betrachten
r— Fl(z): OCX — L(X,Y).
L(X,Y) ist ein Banachraum. Falls (F’)’ nach Definition 1 existiert, dann ist
(FY(z) == F"(z) € L(X,L(X,Y)) =: M?(X,Y).

Somit erhalten wir

F": 0 — M*(X,Y),

und allgemein

FW 0= (X, MY X,Y)) = MY(X,Y), n>2.
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Damit wird der Bildraum bei hoheren Ableitungen immer komplizierter. Bei Anwendungen ist
man jedoch daran interessiert, dass man das Anfangspaar von Banachrdumen (X,Y") beibehélt.
Das kann man im vorliegenden Fall durch die Verwendung der hoheren Differentiale anstelle der
hoheren Ableitungen erreichen, in dem man diese als n-linearen beschrinkten Operatoren auf

dem Banachraum X™ interpretiert. Dabei wird das n-te Differential d"F durch
d"F(x;he,. .. hy) = F™(@)(h1,...,hn), h=(h1,..., hy) € X",
eingefiihrt. Allgemein gilt folgender Zusammenhang.

Lemma 6 Es sein > 2. Dann ist M"™(X,Y) isometrisch-isomorph zu L™"(X,Y), dem Banach-

raum der stetigen n-linearen Abbildungen von X™ in'Y.

Beweis: Wir betrachten hier den Fall n = 2. Es sei ¢ € M?(X,Y) = £L(X,£(X,Y)). Dann

definieren wir

o Ko e L2(X,Y): (Kp)(x1,22) = [o(x1)](z2), 1,72 € X.

Somit gilt
lelM? | = sup [lo(@)|L(X,Y)|[= sup sup || [p(x1)](z2)[Y |
21X [I<1 21X I<1 ||z2| X [|<1
= sup sup || Ke(z,z)Y || = || KelC? .

21 X I<1 [ z2| X [I<1
Folglich ist die Abbildung ¢ — K¢ isometrisch. Wir miissen noch die Surjektivitéit zeigen.
Es sei also ¢ € £2(X,Y) und 1,22 € X. Dann definieren wir fiir fixiertes z; die Abbildung
[L(z1)](w2) := v (x1,22) und erhalten L(x1) € L(X,Y). |

Es sei O C X offen und F : O — Y zweimal differenzierbar in einer Umgebung von zg € O.

Wir betrachten jetzt die Abbildung x — F'(z)v = dF(x;v) fiir  nahe bei zy. Dann ist
dF (z0 + w;v) — dF(v0,v) = F'(wvo+w)v— F'(zo)v = (F"(zo)w + o(|| w|X [|))v
= F(wo)(w,v) + o] w] X || + [ v| X [])

= d&*F(zo;w,v) +o([|w|X || + [l v|X ).

Beispiel 5 Es sei die reellwertige Funktion f : U(zg) € R™ — R der n reellen Variablen

x = (&1,...,&,) gegeben, die stetige partielle Ableitungen bis einschlieBlich m-ter Ordnung in

U(zo) besitzt. Dann existiert das Differential d* f in z fiir alle k = 1,...,m. Es gilt insbesondere
n
? f (o)
P f(roihi,he) = Y ;b :
f(@o; by ha) MZ-::1 iBj 608,
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wobei hy = (a1, ..., ay,) und hy = (B4, ..., B3,) ist. Man beachte insbesondere, dass d? f (z; h1, h2)

symmetrisch ist. Das gleiche gilt fiir d* f beziiglich h;, i = 1,..., k.

Beispiel 6 Es sei F' € L(X,Y). Beispiel 2 zeigt F'(z)v = Fu fiir alle z € X. Somit folgt aus
F'(xzg 4+ w)v = F'(xg)v, dass F"(xg) = 0 ist.

Beispiel 7 Es sei fiir X = C2?[0,1] und Y = C|[0, 1] die Abbildung F : X — Y gegeben durch
F(u) = u” + u3. Nach Beispiel 3 gilt F'(u)v = v" + 3u?v. Somit erhalten wir

P F(u;w,v) = F"(u)(w,v) = 6uvw = F"(u)(v,w) = d*F(u;v,w),
d.h. F”(u) ist eine symmetrische bilineare Abbildung.

Die Abbildung F”(zg) kann man als bilineare Abbildung betrachten. Das folgende Ergebnis

zeigt, dass F"(-) symmetrisch ist, und verallgemeinert damit den bekannten Satz von Schwarz.

Proposition 4 Es seien X, Y Banachriume und O C X offen. Falls F € C*(O,Y) beixg € O

und F"(xq) existiert, dann ist F"(xq) eine symmetrische bilineare Abbildung, d.h., es gilt
F"(z0)(h, k) = F"(z0)(k, h).
Beweis: Es seien h, k € X mit h, k € B(e), € > 0 geniigend klein. Dann definieren wir

G(hk) = Fleo+h+k) = Flag +h) — Flao + k) + Flag),

M) = F(ro+h+&) - Flzo+§),
und betrachten fiir fixiertes h die Abbildung gy, : B(e) = Y,
gh k= (b, k) = F"(20)(h, k) = 3 (k) — 0 (0) — F"(z0) (h, k).

Da F' in O differenzierbar ist und F”(zo)(h) : & — F"(x)(h, k) als Abbildung von X in £(X,Y)

linear ist, folgt unter Verwendung von Bemerkung 1(iv)

14 (h, k) — F" (o) (h, k)Y ||
< sup{|| dya(tk) — F"(z0)(h) | : 0 <t < 1} k[ X | (20)

= sup{||dF(zo + h + tk) — dF (xo + tk) — F"(zo)(h) || : 0 <t < 1} K| X ||.
Da F' in zy zweimal differenzierbar ist, gilt

Fl(zg+h+tk) = F'(xo)+ F"(zo)(h+ tk) +w(h + tk),

F'(xg+tk) = F'(x0) + F"(x0)(tk) + w(tk)
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mit w(v) = o(]| v| X ||). Damit folgt wegen der Linearitét der zweiten Ableitung
F'(zo+ h+tk) — F'(xg + tk) = F"(x0)(h) + w(h + tk) — w(tk). (21)
Verwenden wir jetzt (20) und (21) und beachten, dass w(v) = o(]| v|X ||) gilt, so erhalten wir

[4(h, k) = F" (o) (h, )Y || < sup{[|w(h + th) —w(tk)[Y [ : 0 <t < 1} K|X ||

< e (I[R[X ]+ 2[ KX DI RIX, (22)

falls || | X || und || k| X || hinreichend klein sind.
Vertauschen wir jetzt die Rollen von h und & (fiir || A|X || und || k| X || hinreichend klein), so

folgt analog

14 (k, h) — F" (xo) (k, )Y ||

IN

sup{||w(k +th) —w(th)|] : 0 <t < 1}||h|X |

IN

e (KX [ 4 2[ Al X (I AlX - (23)
Da ¢(h, k) = ¢(k, h) nach Konstrukion gilt, erhalten wir aus (22) und (23) schlielich

1 F" (20) (h, k) = F" (o) (k, h) | <& I KIX [ + 2 X |[* + 2] 2| X [l 1X 1)

IN

3 (Il KIX |2 + [ RIX ). (24)

Wir haben die Ungleichung (24) fiir || 2| X || und || k|X || hinreichend klein bewiesen. Aber sie
gilt auch fiir beliebige ||h|X || und || k|X ||, da F"(x¢)(h, k) homogen vom Grad 2 ist. Da e > 0
in (24) beliebig ist, folgt somit

F"(x0)(h, k) = F"(x)(k, h)
fiir alle h, k € X. [ |

Bemerkung 8 In Analogie kann man natiirlich auch die hoheren partiellen Ableitungen

einfiihren.
Wir verwenden jetzt in Ubereinstimmung mit fritheren Definitionen folgende Bezeichnungen.

Definition 6 Fs sei FF: O C X — Y eine Abbildung zwischen den Banachriumen X und Y
und r € N.

Dann ist F eine C"-Abbildung, F' € C"(0,Y), falls F stetige F-Ableitungen bis zur Ordnung r
in der offenen Menge O hat. Wir definieren insbesondere

CY0,Y)=C(0,Y)={F: O =Y iststetigy, C®(0,Y)=()C"(0,Y).
r>0
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Wir setzen jetzt einfachheitshalber
FM(@)h™ = FM™(z)(h,...,h) = d"F(z;h) = d"F(z; h, ..., h).
In Verallgemeinerung der klassischen Taylorschen Formel betrachten wir nun
n—1 1
F(z+h)=F(x)+)Y_ HF(’“) (z)h* + R,,. (25)
k=1
Hierbeiist n =1,2,.....

Satz 6 (Verallgemeinerter Satz von Taylor) Es seien X und Y Banachriume, U(x) C X
eine offene und konvere Umgebung von x und F € C™(U,Y).
Dann gilt (25) mit der Abschitzung

1
IRV || < = sup || F™(a+7h)h"Y ||.
n:o<r<1
Beweis: Wir setzen «(t) = x + th, t € [0,1]. Dann sei ® : [0,1] — Y durch
O(t) = F(y(t)) = F(x + ht)
definiert. Mittels Kettenregel, siche Proposition 2(ii), erhalten wir

®'(t) = F'(z+th)h,

d"(t) = F"(x+th)h?,
bis

™ () = F™ (x4 th)h™.
Unter Verwendung der klassische Analysis folgt wegen

1
(n—1)!

®(1) = ®(0) + '(0) + -+ + d=1(0) + R,

die Aussage. [ |
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4 Lokale Inversionssitze

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der lokalen Invertierbarkeit von Abbildungen zwischen

Banachrdumen. Dabei verallgemeinern wir bestimmte Resultate, die vom R™ bekannt sind.

4.1 Isomorphismen

Es sei X ein Banachraum. Wie iiblich wird durch B(z,r) C X die abgeschlossene Kugel vom
Radius r um = € X bezeichnet.

Wir beginnen mit kontraktiven Abbildungen.

Lemma 1 (Fixpunktsatz von Banach) Der Operator A bilde B(x,7) C X in sich ab und
erfiille folgende Kontraktions-Bedingung fiir alle y, z € B(x,r)

[ Ay — Az X || < K |ly — 2[X |, (1)

wobei fiir die Konstante K die Abschitzung 0 < K < 1 gilt. Dann hat A genau einen Fizpunkt

Too in B(x,7), und xo ist der Grenzwert der Folge
x, = A"xg
fiir beliebigen Startwert xg € B(z,7).

Beweis:
Es sei zg € B(w,r) beliebig gewihlt. Wir zeigen, dass durch z,, = A"z eine CauchyFolge

definiert ist. Es seien n, p € N. Dann gilt durch Vergleich mit der geometrischen Reihe

n+p—1
|Znip —xnl X | = [|A™Pzg — Am2o|X | < > || A7 wg — Alao| X || (2)
j=n
n+p—1 Kn
— J _ _
j=n

Folglich erhélt man fiir n — oo, unabhéngig von p € N, dass || £p4p — 25| X || = 0. Somit haben
wir eine Cauchy—Folge im Banachraum X. Da die Kugel B(z,r) beziiglich || -| X || abgeschlossen
ist, existiert xo, € B(z,r) mit 2, — Too. Aus der Stetigkeit von A folgt somit

AT = T}Lngo Az, = JLH;O Tnil = Too, (3)
d.h., x ist ein Fixpunkt von A. Dieser ist eindeutig, da aus

[ Too = Yoo X || = || AZoo — AYoo| X || < K[| 200 — Yoo X ||
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stets oo = Yoo folgt. [ |

Wir verallgemeinern Lemma 1 fiir Abbildungen A, die auflerdem von einem Parameter [

abhingen.

Lemma 2 (Parameterabhiingiger Fixpunktsatz) Fs seien X und Y Banachriume und
B(xzg,7) C X. Weiterhin sei A(x,) eine stetige Abbildung von B(wzg,r) X Y — B(zo,7), S0
dass A(x, B) die Bedingung (1) fir alle 8 € Y erfillt. Dann ist die Abbildung g : B — x3, wobei
xg der eindeutige Fizpunkt von x = A(x, B) nach Lemma 1 ist, eine stetige Abbildung von'Y in

X.
Beweis: Es gelte 5, — B in Y fiir n — oo sowie
9(Bn) = x5, = Al2p,, Bn),
9(Bo) = gy = Ao Po)-
Folglich erhalten wir
19(Bn) = g(B)IX || = [ Alzp,, Bn) — Als,, Fo) | X |

H A(xﬁmﬂn) - A(xﬁovﬁn)‘X H + H A(xﬁovﬁN) - A(wﬁmﬂo)’X H

< KH LB, — ng’X H + H A(xﬁovﬁN) - A(xﬁmﬂo)‘X H

IN

Daraus folgt wegen g(53,) = xg, und g(8y) = 3,

1
1-K

19(Bn) — 9(Bo)| X || < I A(z gy, Bn) — Al gy, B0)| X || < cfl B — BolY || = O,

da A stetig in [ ist. [ |

Weiterhin bilden die Isomorphismen von einem Banachraum X auf einen Banachraum Y eine
offene Menge in £(X,Y). Dabei heift A € L(X,Y) invertierbar, falls ein B € £(X,Y") existiert
mit
BoA = idyx
AoB = idy.
Die Abbildung B wird dann durch A~! bezeichnet. Weiterhin sei
Iso(X,Y)={A € L(X,Y): A ist invertierbar.}

Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt aus den Eigenschaften A € £L(X,Y), A ist
injektiv und R(A) =Y, dass A € Iso(X,Y) gilt.
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Lemma 3 FEs seien X, Y Banachrdume, und T ein Isomorphismus von X aufY . Dann existiert
ein e = e(T) > 0, so dass fir alle linearen Abbildungen S : X —Y mit | S| < e auch T — S

ein Isomorphismus ist.

Beweis: Wegen T — S = T(idx —T~15) geniigt es zu zeigen, dass idx —7~1S invertierbar ist.

Es liisst sich jedoch leicht nachpriifen, dass der inverse Operator von idx —7 1S durch
idx +T71S + (T718)? + (T718)3 + ...
gegeben ist, da fiir diese Reihe
LTS+ TSP+ TSP+

eine Majorante ist, und die letzte Reihe fiir | .S || < 1/|| 7! || konvergiert. |

4.2 Satz iiber implizite Funktionen
In diesem Abschnitt wollen wir die im allgemeinen nichtlineare Gleichung

F(z,y) =0 (4)
lokal 16sen. Es seien X, Y und Z Banachrdume. Wir setzen voraus, dass

F:XxY—Z

gilt, und der Punkt (xg,y0) € X X Y eine Losung von (4) ist. Wir sind jetzt daran interessiert,
eine eindeutige Abbildung

i ]

fiir © nahe bei xg zu finden, so dass y(zg) = yo und F(z,y(z)) = 0 gilt. Dabei wird es sich zeigen,
dass die entscheidende Bedingung fiir die Existenz einer derartigen eindeutigen Abbildung darin

besteht, dass der stetige lineare Operator
Fy(wo,y0)™ s Z =Y (5)
existiert. Das ist jedoch dquivalent zur Forderung, dass die partielle Ableitung
Fy(xo,90): Y = Z (6)
bijektiv ist. Damit kann man die zu (4) dquivalente Form
y—yo = (y — y0) — Fy(wo,40) ' Fla,y) (7)
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verwenden.
Wir betrachten das obige Problem (4) zunéchst im Rahmen der klassischen Analysis. Dann gilt

nach dem Satz von Taylor fiir x, y € R

F(x7y) = F(x()ayO) + Fx(x()ayO)(x - 1’0) + Fy(x07y0)(y - yO) + hohere Terme.

Da nach Voraussetzung F'(z9,yo) = 0 gilt, ist somit die Gleichung F(z,y) = 0 fiir z,y € R

dquivalent zu
y —yo = —Fy(zo, yo)*lFx(xo, yo)(x — x9) + hohere Terme.

Das stimmt somit im klassischen Fall unter Verwendung der Taylorentwicklung von F'(x,y) mit
der Gleichung (7) iiberein. Dabei ist jedoch die Bedingung (5) entscheidend. Somit ist die rechte
Seite von (7) beziiglich des kleinen Parameters (x — zg) von erster Ordnung, d.h. linear, und
beziiglich (y — yp) von zweiter Ordnung abhéingig. Folglich bietet es sich an, den Banachschen
Fixpunktsatz zur iterativen Losung von (4) zu verwenden.

Wir beweisen jetzt die Verallgemeinerung des Satzes iiber impliziten Funktionen im
Banachraum-Fall. Dieses Resultat liefert uns dann die Grundlage fiir die Verwendung der Linea-
risierungsmethode bei der Lésung nichtlinearer Probleme, die einen Parameter enthalten. Der

Beweis verlduft im wesentlichen analog zum klassischen Fall.

Satz 1 (Satz iiber implizite Funktionen) Es sei F': U(xg,y0) C X XY — Z in (z0,yo)
stetig und es gelte F(xq,yo) = 0. Weiterhin existiert die partielle Ableitung F, in U(zo,yo), die
in (xo,y0) ebenfalls stetig ist und (6) erfillt. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) (Existenz und Unitdt) Es existieren positive Zahlen ro und r, so dass fir alle x € X mit
|z — zo| X || < 7o genau einy = y(x) € Y existiert mit ||y(z) —yo|Y || < r und F(z,y(x)) = 0.
(ii) (Konstruktion der Losung) Die durch sukzessive Approzimation definierte Folge {yn(x)}22,
mit yo(z) = yo und

Ynt1(2) = ya() — Fy(20,90) ™ F (2, yn())

konvergiert gegen y(x) fiir n — oo. Diese Aussage gilt fir alle x € X mit ||z — x| X || < ro.
(iii) (Stetigkeit) Falls F in einer Umgebung von (xg,yo) stetig ist, so ist auch y(-) in einer
Umgebung von xg stetig.

(iv) (Differenzierbarkeit) Es sei 1 < m < oo. Falls F' eine C™-Abbildung in einer Umgebung

von (xo,yo) ist, so ist auch y(-) eine C™-Abbildung in einer Umgebung von x.
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Beispiel 1 Wir wollen zuniichst zeigen, dass die Bedingung (6) fiir die Existenz einer eindeuti-

gen lokalen Losung notwendig ist. Es sei fir z, y € R
_ 2 2
F(z,y) = (x —z0)" — (y — y0)"

Dann gilt F(xg,yo) = 0 und die Gleichung F'(x,y) = 0 hat die Lésungen

y(z) = yo £ (v — o),

d.h. (zo,y0) ist ein Bifurkationspunkt. In diesem Fall ist wegen Fy(xo,yo) = 0 die Bedingung
(6) nicht erfiillt.

Beweis: 1. Schritt
Wir beweisen (i) und (ii). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir zp = 0, yo = 0. Wir

definieren nun g : U(0,0) C X xY — Z durch

9(z,y) = F(0,0)y — F(x,y).

Somit ist die Gleichung F'(z,y) = 0 dquivalent zur Gleichung

y = Fy(0,0) " g(z,y) =y — F,(0,0)"" F(z,y) =: T(x)y, (8)

die mit (7) fir yo = 0 iibereinstimmt. Wir untersuchen jetzt die Eigenschaften des Operators
T(z), d.h., wir wollen nachweisen, dass alle Bedingungen fiir die Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes erfiillt sind.

Es sei ||z|X || < rg sowie ||y|Y || < rund || 2|Y || < 7. Es gilt g,(z,y) = F,(0,0) — Fy(z,y) und
somit g,(0,0) = 0. Nach Voraussetzung sind F' und F, in (0,0) stetig. Damit ergibt sich nach
dem Satz von Taylor (Satz 6 im Abschnitt 3.3), dass

lg(z,y) —g(z,2)|Z|| < sup | gy(z,z+7(y—2)) ||y —2Y|
o<r<1

oy ==Y |, r—0.

Da ¢(0,0) = 0 und g stetig in (0,0) ist, erhalten wir

lg(z,|Z| < llg(z,y) —g(z,0)|Z] + | g(x,0)|Z |

= oD ylY ||+0o(1), r—0.

o6



Falls M ={y €Y : ||y|Y || <r}, dann gelten fiir hinreichend kleine r, ry die Abschétzungen
IT@yY | <7, (| T(x)y = T(x)z]Y' || < %H y—z[Y|l;
d.h. wir kénnen in Lemma 1 die Konstante K = 1/2 wihlen, falls y, z € M fiir beliebiges fixierte
x € X mit ||z|X || < 7. Das folgt unmittelbar aus
1@y [ < 1E,0,0) [l gz 9)IZ |

IT(2)y = T(@)zlY | < o(1)| F,(0,0)" |llly — =Y .

Jetzt folgen die Aussagen (i) und (ii) unmittelbar aus dem Banachschen Fixpunktsatz, siehe
Lemma 1.
2. Schritt Wir zeigen (iii). Die Abbildung

(z,y) = T(x)y

ist in einer Umgebung von (zg,yo) stetig. Aus dem parameterabhingigen Fixpunktsatz (siehe
Lemma 2) folgt damit die Stetigkeit der Losung y = y(z).
3. Schritt Wir betrachten (iv).
Falls m =1 ist, so erhalten wir mit Proposition 3/3(i)

0 = F(x+thy(r+th)) — F(z,y(z))

= Fu(z,y(@))th + Fy(z,y(2)ly(x + th) —y(x)] + o(t), t—0,
und somit
y(z +th) — y(x) = —tF,(z,y(z)) " Fy(z,y(x))h + o(t), t— 0.

Somit existiert die G-Ableitung yi(x) mit

ye(x)h = —Fy(z,y(x)) " Fy(z,y(x))h. (9)

Nach Voraussetzung ist Fy(z,y(z))~! € L£(Y,Z) fiir « in einer hinreichend kleinen Umgebung
von zg, da Fy(zo,y0) "' € £L(Z,Y) und y(-) stetig sind. Aus der Stetigkeit von F” folgt mit Pro-
position 3/3(iii) die Stetigkeit von Fj und Fj in einer geeigneten Umgebung von (zg,yo). Somit
ist die G-Ableitung y, stetig und ist damit nach Proposition 3/1(iii) auch die F-Ableitung.

Durch Iteration zeigt man den allgemeinen Fall m > 2. [ |

Bemerkung 1 Nach (9) gilt also

Y (@) = —Fy(z,y(2)) " Fu (o, y(@)).

Das ist die Verallgemeinerung der bekannten Beziehung aus dem R?.
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Beispiel 2 Wir behandeln die Losbarkeit eines endlichen Systems von reellen Gleichungen. Es
sei x = (£1,...,&y) € RM und y = (n1,...,nn5) € RY. Wir nehmen auf R, K = N, M, die
Maximum-Norm, d.h.

|zR¥ || = max_[¢|
i=1,...,.K

fiir z = (¢1,...,Cx) und betrachten das System von N Gleichungen
F(z,y) =0 (10)

gegeben durch
f](m7y):07 j:17"'7N7 xeRMayeRN7

mit F: RM x RN — RV,
Falls (z9,70) € RM x R eine Losung von (10) ist, und alle fj und alle partiellen Ableitungen
of;

oy,
Jacobi—Determinante nicht Null ist, d.h.,

j,k = 1,...,N, stetig auf einer offenen Umgebung U(zg,y0) € RM x RY sind und die

et <%<mo,yo>> £0, jk=1,.,N, (11)
On;

dann existieren Zahlen rq, r > 0, so dass fiir alle z € RM mit ||z — 20|RM || < ro genau eine
Losung y = y(z) € RY mit ||y — yo|RY || < 7, so dass F(x,y(x)) = 0 gilt.

AuBerdem ist die Abbildung y(x) stetig, und falls alle Funktionen f; C™-Abbildungen in einer
Umgebung von (zg,yp) sind, so ist auch die Abbildung y(x) eine C™-Abbildungen in einer
Umgebung von xg.

Diese Aussage folgt unter Verwendung von Satz 1, wenn man beachtet, dass

Fy(xo,y0) = (%) (70, %0)

die entsprechende Jacobi-Matrix ist.

4.3 Diffeomorphismen und ein lokaler Inversionssatz

In diesem Abschnitt betrachten wir Resultate, die sich aus dem Satz iiber implizite Funktionen

ableiten lassen. Dabei untersuchen wir fiir eine gegebene Funktion F' die Gleichung

F(G(y)) = v. (12)

Falls man diese Gleichung beziiglich der Funktion G 16sen will, so entspricht das der Bestimmung
der inversen Funktion G = F~! zu F bzw. der Variablentransformation z = G(y). Fiir die

Resultate, die mit dem Inversionssatz zusammenhéingen, fithren wir folgende Begriffe ein.
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Definition 1 FEs seien Mx und My beliebige offene Teilmengen der Banachrdume X bzw. Y.
Weiterhin sei r € Ny.

(i) Die Abbildung F : Mx — My heifst C"-Diffeomorphismus, falls F bijektiv ist und sowohl F
als auch F~ C"-Abbildungen sind.

(ii) F st ein lokaler C"-Diffeomorphismus bei xo € X, falls F ein C"-Diffeomorphismus von

einer Umgebung U(xo) auf eine Umgebung U(F(xg)) C Y ist.

In Analogie zum n-dimensionalen Fall gilt ebenfalls ein lokaler Inversionsatz. Dieser Satz gibt
eine erste Antwort auf die Verwendung der Linearisierungsmethode zur Lésung nichtlinearer

Probleme.

Satz 2 (Lokaler Inversionssatz) Es seien X, Y Banachriume und xy € X. Dann ist F €

CY(U(x),Y) ein lokaler C'-Diffeomorphismus in xq genau dann, wenn F'(zo) € Iso(X,Y) gilt.

Korollar 1 (Differentiationsregel fiir inverse Abbildungen) FEs seir € N. Weiterhin gel-
te F € C"(U(x),Y) und F'(xg) € Iso(X,Y). Dann ist F ein lokaler C"-Diffeomorphismus.

Insbesondere gilt

(F () =F@)", y=Fla). (13)
Beweis: 1. Schritt < Es sei F'(zg) : X — Y bijektiv und yp = F(xo). Dann setzen wir
H(z,y) =y — F(x).

Nun kann man die Gleichung H (z,y) = 0 nach dem Satz iiber implizite Funktionen, siehe Satz 1,
in der Form x = x(y) 16sen, da in unserem Fall H,(zo,y0) = F’(x) bijektiv ist. Damit erhalten
wir fiir die Losung = z(y) von 0 = H(z(y),y) = y — F(x(y)), dass z(y) = F~!(y) gilt. Setzen
wir G(y) = F~1(y), so folgt

F(GW) =y, G(F(x)) == (14)

Differenzieren wir (14) nach der Kettenregel, siche Proposition 2(iii) im Abschnitt 3.1, so folgt
FI(Gy)G'(y) = Iy, G(F(x)F'(z)=Ix.
Mit y = F(z) und x = G(y) ergibt sich hieraus
Fl@)G'(y) =1y, G)F'(x)=Ix.

Daraus folgt sowohl (13) als auch die Aussage, dass I ein lokaler Diffeomorphismus ist, falls

F'(z9) : X =Y bijektiv ist.
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2. Schritt = Es gelte F(G(yo)) = yo mit yo = F(z9) und G(F(z9)) = xo mit g = G(yo). Falls
F lokal invertierbar in g ist und F und G = F~! in x¢ bzw. in yo differenzierbar sind, so folgt

mit Kettenregel
F'(z0) 0 G'(yo) = Iy, G'(yo) o F'(wo) = Ix,

dass F'(z9) € Iso(X,Y) und G'(yo) € Iso(Y, X) gilt. Die Aussage fiir r > 1 folgt durch Indukti-
on. |

Bemerkung 2 Man beachte, dass die Bedingung F' € C'! nicht abgeschwiicht werden kann.
Falls X und Y endlich-dimensional sind, so kann man Beispiele konstruieren, wo die Injektivitét
verletzt wird.

Es sei ¢ : R — R eine nicht-fallende Funktion, so dass

1. fir i — L, <s<lg Ly

pls) =
s+o(s?): fiirs—0

¢ kann so gewihlt werden, dass die Funktion beliebig oft in R\ {0} differenzierbar ist. Weiterhin
gilt ¢’'(0) = 1, aber ¢ ist nicht injektiv in jeder Umgebung von 0.

Unter Verwendung dieser Funktion kann man im unendlich-dimensionalen Fall auch ein Beispiel
konstruieren, dass nicht surjektiv ist.

Essei X =Y =C[-1,1]und F : X =Y ist durch F(u) = ¢(u) definiert. Wir betrachten jetzt

die Folge in Y, die durch

1 t
vp(t) = — +

n ' n2
gegeben ist. Fiir diese Folge gilt ||v,|Y || — 0 und v,, ¢ R(F).

Falls ein u, € X mit F(u,) = v, existiert, so gilt

1 t
P(un(t)) = vn(t) = n + n2
Daraus folgt
1
und
1
o(un(t)) < e t <0.
Die Monotonie von ¢ zeigt, dass
(t) > = + ! t>0
Ul = T ’
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und
1

4—TL2, t<0.

1

Somit ist u,(t) in ¢t = 0 unstetig, d.h., u,, ¢ X. Wir bemerken, dass F' zwar in 0 differenzierbar

ist mit F'(0) = Ix, aber F ¢ C}(X,Y).

Bemerkung 3 Der lokale Inversionssatz liefert in der nichtlinearen Analysis die mathematische
Grundlage fiir die Anwendung der Linearisationsmethode, die im wesentlichen darin besteht,
eine nichtlineare Aufgabe durch die Untersuchung eines approximierenden linearen Problems zu

16sen.
Beispiel 3 Wir suchen die T-periodische Losung x = x(t) der Differentialgleichung
" (t) + g(2(t),2' (1)) = eh(t), (15)

wobei g € C1(R x R,R) und h € C(R,R) eine vorgegebene T-periodische Funktion ist.

Wir verwenden die Banachraume
X ={z e C*R,R): z(t+T)==x(t) fir alle t € R},
Y={heCR,R): h(t+T)=h(t) firalle t € R}

sowie

F(x) =2" + g(x,2").

Wir setzen weiter voraus, dass ¢(0,0) = 0 erfiillt ist. Somit ist z = 0 die triviale Losung von
(15), falls e = 0 gilt.
Wir verwenden Satz 2 mit x = 0. Wir erhalten F € C}(X,Y) mit

F'(0)w =w" + g,/(0,0)w" + g2(0, 0)w.

Unter Verwendung des Fredholmschen Alternativsatzes, siche Satz 10 im Abschnitt 2.4, ergibt

sich, dass F’(0) invertierbar ist, falls die lineare Gleichung
w” 4+ g.(0,0)w’ + g,(0,0)w

nur die triviale Losung w = 0 besitzt. Falls das erfiillt ist, so existieren €* > 0 und § > 0, so

dass fiir |¢| < €* die Gleichung (15) eine eindeutige Losung x mit || z|X || < ¢ hat.

Beispiel 4 Es sei 2 C R” ein glattes und beschrinktes Gebiet. Wir betrachten das semilineare
Randwertproblem

Aut+du—ud=h in Q, w=0 auf 99, (16)
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wobei A ein reeller Parameter ist. In diesem Falle wihlen wir
X={uecC?*™Q): u=0 auf 90}

sowie

Y = {h e C*(Q)}.

Die durch (16) definierte Abbildung F': X — Y ist dann
F(u) = Au+ du — u?.
Wir verwenden Satz 2 mit v = 0 und F'(0) = 0. Offensichtlich ist F' € C*°(X,Y’), und es gilt
F'(u)w = Aw + Mw — 3u*w.
Falls A # Ak, d.h., A ist kein Eigenwert von
F'0O)w=Aw+w=0, weX,

so ist nach dem Fredholmschen Alternativsatz F”(0) eine eineindeutige Abbildung von X auf Y.
Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen existiert somit F’(0)~! und ist ebenfalls stetig.
Damit gilt folgende Aussage:

Falls A # \i gilt, so besitzt (16) fiir alle h € Y mit || A|Y || hinreichend klein eine eindeutige
Losung u = u(h) € X. Die Zuordnung F~! : h — u(h) ist dabei C°.

5 Globale Inversionssitze

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der globalen Ausdehnung der bisher erzielten Resul-
tate tiber die lokale Invertierbarkeit. Zunéchst beweisen wir den globalen Inversionssatz (Mon-
odromiesatz), der fiir den endlich-dimensionalen Fall auf Ergebnisse von Hadamard zuriickgeht
und durch Caccioppoli und P. Levy in den 30er Jahren auf Banachrdume ausgedehnt wur-
de. Anschlieflend untersuchen wir Abbildungen, die Singularitéiten haben und somit nicht glo-
bale Diffeomorphismen sind. Wir wenden diese Resultate dann im Rahmen der Theorie von

Ambrosetti-Prodi an.

5.1 Der globale Inversionssatz

Wir sind jetzt an den Eigenschaften interessiert, die eine Abbildung F': X — Y besitzen muss,

so dass F einen globalen Diffeomorphismus zwischen den Banachriumen X und Y darstellt.
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Dabei sind insbesondere topologische Bedingungen von Bedeutung.

Falls B C Y, so bezeichnen wir mit
F'B)={zreX: F(x) € B}

das Urbild von B beziiglich der Abbildung F'. Insbesondere schreiben wir F~1(y) := F~'({y})
fiir das Urbild von y € Y.

Fiir die Charakterisierung der zuléssigen Abbildungen ist besonders der Begriff der eigentlichen
Abbildung (englisch: proper) von grofier Bedeutung.

Wir erinnern daran, dass eine Menge M C X kompakt ist, falls jede Folge {xj}]‘?‘;l C M eine
konvergente Teilfolge enthélt (M ist prakompakt) und M abgeschlossen ist. Insbesondere ist

jede kompakte Menge beschrinkt.

Definition 1 FEine Abbildung F': X — Y ist eigentlich, falls aus der Kompaktheit einer Menge
K C Y im Banachraum Y stets die Kompaktheit des Urbild F~'(K) C X im Banachraum X

folgt.

Wir geben zunichst einige Klassen von eigentlichen Abbildungen an. Weitere Beispiele, die in
engem Zusammenhang zu semilinearen elliptischen Randwertproblemen stehen, behandeln wir

im néchsten Abschnitt.

Beispiel 1 (i) Falls F': X — Y einen stetigen inversen Operator besitzt, so ist F' eigentlich.
(ii) Falls X und Y endlich-dimensionale Banachrédume sind, so ist F' € C(X,Y) eigentlich genau

dann, wenn F' koerzitiv ist, d.h.
| F(2)|Y || = oo falls ||z|X || — oc.

Beweis: Hierbei verwenden wir, dass jede beschrinkte Menge in einem Banachraum genau dann
priakompakt ist, wenn der Banachraum endlich-dimensional ist.

Falls F' eigentlich ist, so ist das Urbild jeder beschréinkten Teilmenge von Y beschriankt in X.
Somit ist F' eine koerzitive Abbildung. Falls umgekehrt F' koerzitiv und K C Y kompakt ist, so
ist F~1(K) beschrinkt und damit prikompakt in X. Wegen der Stetigkeit von F ist das Urbild

jeder abgeschlossenen Menge abgeschlossen. Folglich ist F~!(K) kompakt. |

(iii) Fiir eine spezielle Klasse von Abbildungen F' € C(X,Y) folgt aus der Koerzitivitéit ebenfalls
im unendlich-dimensinalen Fall, dass F' eigentlich ist.

Es seien X, Y Banachrdume und F' € C(X,Y) koerzitiv. Dann ist F' eine eigentliche Abbildung,
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falls F' als kompakte Stérung einer eigentlichen Abbildung darstellbar ist, d.h., es existiert eine
Darstellung der Form

F = Fy+ F,

wobei Fy € C(X,Y) eigentlich und F} € C(X,Y) kompakt, also wollstetig ist.
Beweis: Es sei K C Y eine kompakte Menge, und es gelte y, = F(x,) € K, n € N, mit y, — y

in K fiir n — oo. Wir miissen also zeigen, dass

{zn}nz

eine konvergente Teilfolge hat mit z,,;, — z fiir j — oo und F(z) = y. Wegen der Koerziti-
vitét von F folgt, dass {z,}re; C X beschrinkt ist. Da F} kompakt ist, konnen wir ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass {F1 (z,,) }neq C Y konvergent ist, d.h., Fi(x,) — 2
fiir n — oo (sonst Ubergang zu einer Teilfolge). Damit ist auch {Fp(z,)}>2; C Y konvergent.
Jetzt folgt aus der Tatsache, dass Fy eigentlich ist, die Existenz einer konvergente Teilfolge
{7n;}721 von {zn}p2y mit z,, — x fiir j — oco. Schliefllich zeigt die Stetigkeit von F, dass

F(z) =y in Y gilt und somit F eigentlich ist. [

(iv) Insbesondere ist F' = idx —C eine eigentliche Abbildung in X, falls C': X — X vollstetig
(stetig und kompakt) ist. Diese Aussage wird in der nichtlinearen Analysis zur Einfithrung des

Leray—Schauder-Abbildungsgrades verwendet.

Wir weisen noch einmal darauf hin, dass jede eigentliche Abbildung eine abgeschlossene Menge
A C X in eine abgeschlossene Menge F(A) C Y ab.

Falls F(A) nicht abgeschlossen wére, existiert eine Folge {z,},2y C A mit z,, — = € A und
F(z,) — y ¢ F(A). Bilden wir jetzt die erweiterte Menge N = {F(xy)}o2; U{y}, so ist diese
in Y kompakt und folglich muss F~'(N) C X ebenfalls kompakt sein. Daraus folgt aber mit
F(z) =y und x,, — x ein Widerspruch. [

Falls y € Y, so bezeichnet im weiteren #y die Kardinalzahl von F'~!(y). Das folgende Ergebnis
ist von entscheidender Bedeutung fiir die weiteren Untersuchungen, da es die Anzahl und die

Struktur der moglichen Losungen von F'(z) = y beschreibt.

Satz 1 Es sei '€ C(X,Y) eigentlich und lokal invertierbar in X. Dann ist #y fir alley € Y

endlich und lokal konstant.

Beweis: 1. Schritt
Da F eine eigentliche Abbildung ist, muss fiir alle y € Y das Urbild F~!(y) kompakt sein. Da
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F lokal invertierbar ist, muss diese Menge auch diskret sein. Somit muss #y endlich.

2. Schritt

Es sei y € Y beliebig und F~!(y) # 0. Dann folgt nach dem 1. Schritt, dass fiir ein geeignetes
keN

Fl(y) = {x1,..., 21}
gilt. Da F lokal invertierbar ist, existiert fiir jedes z;, i = 1,...,k, eine Umgebung U; = U;(x;)
und eine Umgebung V' = V (y), so dass
£

Ui

ein Diffeomorphismus von U; auf V' darstellt.

Damit gilt fiir alle z € V' die Abschétzung

#z 2k, (1)

da die Gleichung F'(u) = z stets genau eine Losung in den k Mengen U; hat. Wir zeigen jetzt,

dass eine Umgebung W = W (y) C V existiert, so dass
#w =k firalle weW (2)

erfiillt ist:

Falls das nicht der Fall ist, so wiirde eine Folge {y, }re; C V mit y,, — y und #y,, # k existieren.
Nach (1) gilt somit #y,, > k und damit existiert fiir jedes n ein

meX\ J U
1<i<k

mit F(p,) = yn und y, — y. Da F eigentlich ist, gilt (eventuell nach Ubergang zu einer geeig-
neten Teilfolge) p, — p € X. Da F stetig ist und y,, — y gilt, ergibt sich hieraus F(p) = y, d.h.,
p € F~1(y), und damit wegen p € Ulgig « Ui nach der Definition der Mengen U; ein Widerspruch
wpy ¢ U, i=1,...,k, und p, — p. Damit ist (2) und der Satz bewiesen. [ |

Bemerkung 1 Falls F' nicht eigentlich ist, so kann #y unendlich und damit nicht lokal konstant
sein. Dazu wihle man X =Y = C und F'(z) = €*. In diesem Fall ist F' in jedem Punkt z € C\{0}

sogar lokal invertierbar (Riemannsche Fliche fiir log z).
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Fiir die weiteren Untersuchungen verwenden wir den Begriff der singuldren Punkte.

Definition 2 FEs seien X, Y Banachrdume und F': X — Y.
(i) mo € X ist ein singulirer Punkt von F, falls F in x¢ nicht lokal invertierbar ist. Ansonsten
nennt man xy einen requliren Punkt von F.

(ii) Die Menge aller singuliren Punkte von F wird mit ¥ bezeichnet. Weiterhin setzen wir
So=FNF(%), Xo=X\X, Yo=Y\F(%).

Es ist leicht nachzuweisen, dass > C X abgeschlossen ist.
Es sei x, € ¥, n € N. Falls z,, — x¢ fiir n — oo gilt, so ist F' in jeder Umgebung U(z() nicht

lokal invertierbar. Somit gilt zg € 3. [ |

Da andererseits F' eine eigentliche Abbildung ist, folgt mit der Bemerkung vor dem Satz 1, dass
F(X) C Y ebenfalls abgeschlossen ist. Somit ist auch ¥y C X abgeschlossen, und Xy C X sowie
Yy C Y miissen offen sein. Die Punkte aus F(X) bezeichnet man auch als kritische Werte und

die aus Yy als nichi-kritische Werte.

Damit sind wir in der Lage, ein Ergebnis herzuleiten, das die Bedeutung der singuldren Menge

fiir die Beschreibung der Losungsstruktur der Gleichung
F(z) =y
fiir nicht-kritische Werte y € Yy zeigt.

Satz 2 Es sei F'€ C(X,Y) eine eigentliche Abbildung. Dann ist #v konstant auf jeder zusam-

menhingenden Komponente von Yy =Y \ F(X).

Beweis: Wir betrachten die Einschrankung von F' auf Xy, d.h. F* = F\Xo mit
F*: Xog— Y.

Damit ist F™* lokal invertierbar in allen Punkten z € Xy und eigentlich. Dann folgt mit Satz 1
das Ergebnis fiir jede zusammenhéngende Komponente. (Wiirde sich der diskrete Wert inner-

halb einer zusammenhéngende Komponente éndern, so miisste mindestens ein y existieren, wo
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#y nicht lokal konstant sein kénnte.) |

Diesen Ergebnis kann man noch verbessern (siehe Satz 3 unten), falls Y| sogar einfach-

zusammenhdngend ist.

Definition 3 Fine Menge M in einem topologischen Raum heifit einfach-zusammenhdngend,
falls sie
(i) (bogenweise-) zusammenhdingend ist und
(ii) jeder geschlossene Weg o in M homotop zu einer Konstante ist, d.h. fir jede Abbildung
o € C([0,1], M) mit 0(0) = o(1) existiert eine Homotopie h € C([0,1] x [0,1], M) und ein
v E M, so dass
h(s,0) =o(s)  fir alle s,
h(s,1) =v  fiir alle s, (3)
h(0,t) = h(1,t)  fir alle t.
Jeder geschlossenen Weg lisst sich somit innerhalb von M stetig auf einen Punkt zusammenzie-

hen.

Satz 3 Es sei F € C(X,Y) eine eigentliche Abbildung, Yy sei einfach-zusammenhingend und

Xy sei bogenweise-zusammenhdngend. Dann ist F' ein Diffeomorphismus von Xg auf Yy.
Falls die singulére Menge ¥ sogar leer ist, d.h., falls F' auf ganz X lokal invertierbar ist, so gilt
Xo=X, Yy=Y.

In diesem Fall ergibt sich unmittelbar aus dem letzten Satz das folgende klassische Resultat iiber

globale Diffeomorphismen.

Satz 4 (Globaler Inversionssatz) Es sei F' € C(X,Y) eine eigentliche Abbildung und lokal

invertierbar auf ganz X. Dann ist F' ein Diffeomorphismus von X aufY .

Der Beweis von Satz 3 erfolgt in mehreren Schritten mittels topologischer Methoden. Dafiir

verwenden wir u.a. den folgenden Begriff.

67



Definition 4 Es sei F € C(X,Y) und o : [a,b] = Y ein Weg in'Y, d.h., 0 € C([a,b],Y).
Wir sagen, dass der Weg 0 : [a,b] — X die Abbildung F entlang des Weges o invertiert, falls

o= F o0 gilt, und das folgende Diagramm kommutiert.

In diesem Falle sagen wir, dass F' entlang o mittels der inversen Abbildung 0 invertierbar ist.

Bemerkung 2 (i) (Existenz und Unitét)

Es sei ¢ € X und y € Y mit F(z) = y. Weiterhin setzen wir voraus, dass Umgebungen
U =U(z) und V = V(y) existieren, so dass Fj, ein Diffeomorphismus von U auf V ist. Es
sei jetzt ein Weg o : [a,b] — Y gegeben, so dass o(a) = y und o([a,b]) C V erfiillt ist. Dann
definiert die Beziehung F(6(t)) = o(t) einen Weg 6, der die Abbildung F' entlang des Weges o
invertiert:

0(t) = F~1(o(t)), t € [a, b].

AuBerdem folgt wegen o(a) =y, dass 6(a) = x gilt und 6 der einzige Weg mit den angegebenen
Eigenschaften ist. AuBerdem ist 6 : [a,b] — X stetig.

(ii) (Konstruktion des Weges 0 durch ,, Zusammenkleben)

Es sei der Weg o : [a,b] — Y und ¢ € (a,b) gegeben. Wir setzen voraus, dass zwei Wege 0;,
i = 1,2, existieren, so dass 6; : [a,c] — X die Abbildung F' entlang Oy Und 02 : [e,b] = X
die Abbildung F" entlang oy, invertiert. Aufierdem gelte 6, (¢) = 62(c). Dann definiert man den
Weg 0 : [a,b] — X durch 9‘[M] = 6 und 9|[c’b] = fo, der F entlang o invertiert: 6 ist eindeutig

definiert und auch im Punkt ¢ stetig.

Wir beweisen jetzt folgendes Lemma, wobei die Mengen Xg und Y die gleiche Bedeutung wie

im obigen Satz 2 haben.

Lemma 1 Es sei g € Xo und yo = F(x9) € Yo. Dann existiert fiir jeden Weg o : [0,1] = Yj
mit 0(0) = yo ein eindeutig bestimmter Weg 0 : [0,1] — Xy mit 0(0) = xq, der die Abbildung F

entlang o invertiert.

Beweis: Findeutigkeit
Wir nehmen an, dass zwei Wege 61 und 62 mit 6,(0) = 02(0) = x existieren, die F' entlang o

invertieren. Wir definieren jetzt
¢ =sup{s € [0,1] : 61(t) = O2(¢), t € [0, s]}.
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Nach Bemerkung 2(i) ist die Definition von £ sinnvoll. Wegen zy € Xy und der lokalen In-
vertierbarkeit von F' folgt weiterhin & > 0. Wegen der Stetigkeit von F' ergibt sich auflerdem
01(&) = 02(&). Wir nehmen nun an, dass die beiden Wege verschieden sind. Damit muss § < 1

gelten. Wir setzen nun

z=01(§) =02(8), y=F(z).

Nach Voraussetzung ist F' lokal invertierbar auf Xy. Somit existiert eine Umgebung U = U(x)
und eine Umgebung V = V (y), so dass Fj,, ein Diffeomorphismus ist. Da ¢; und 65 stetig sind,

existiert somit eine positive Zahl £ > 0 mit
O(&E+e)) U, 6([(¢+e]) CU.

Somit muss fiir ¢ € [£,& + €] wegen F(01(t)) = F(02(t)) = o(t) auch 0;(t) = 05(t) gelten. Damit
haben wir aber einen Widerspruch zur Definition von ¢ < 1. Es muss also £ = 1 gelten. Daraus
folgt aber die Eindeutigkeit.
Ezistenz
Wir definieren durch § die Menge aller s € [0,1], so dass F' entlang T)0.4 durch eine inverse
Abbildung

s : [0,s] — Xo

invertierbar ist, wobei 05(0) = zo und F'(z¢) = yo = 0(0) erfiillt ist.

Wir zeigen jetzt, dass die Menge S sowohl offen als auch abgeschlossen in [0, 1] ist. Dann folgt
wegen S # (), da 0 € S, dass S = [0, 1] gelten muss.

Wir beginnen mit der Abgeschlossenheit von & und setzen £ = supS. Nach den vorherigen
Uberlegungen gilt zunichst ¢ > 0. Nach Bemerkung 2(i) stimmen alle 6, auf dem Durchschnitt
ihrer Definitionsbereiche iiberein. Mit 6 bezeichnen wir dann die Funktion, die den Weg auf [0, £]
definiert.

Es gelte nun s, 1 £ und o(s,) — y. Da 0(s,) = F~(0(s,)) gilt und die Abbildung F eigentlich
ist, folgt O(sy,) — = mit F(x) = y. Esseilen nun U = U(z) und V = V(y) geeignete Umgebungen,

so dass Fj, ein Diffeomorphismus ist. Wir wihlen jetzt m € N hinreichend grof}, so dass
O(sm) €U, o([sm,€]) CV
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erfiillt ist. Damit ist F" entlang o) durch einen Weg 01 mit 61(sm) = 6(sp) invertierbar.
Nach Bemerkung 2(ii) ist somit /" entlang o, ., invertierbar. Daraus folgt aber mit § € S, dass
S abgeschlossen ist.

Den Nachweis, dass S auch offen ist, erfolgt analog zum obigen Vorgehen: Falls £ < 1 gelten
wiirde, so kénnen wir den gerade eingefithrten Weg 6, auf einem geeigneten Intervall [s,,, &+ af,
a > 0 hinreichend klein, verwenden. Das ist aber ein Widerspruch zur Definition von £. Damit

ist der Beweis beendet. [ |

Im folgenden wird durch @ = [0,1] x [0, 1] ein Quader bezeichnet. Es seien dann 6 und o stetige
Abbildungen (bezeichnet als 2er-Weg) mit

f: Q—X, o:Q—Y.
Analog zu oben sagen wir, dass 6 die Abbildung F' entlang o invertiert, falls
Fofl=o0

gilt und das zugehorige Diagramm kommutiert.

Dann kann man ein analoges Resultat zu Lemma 1 beweisen, wobei dhnliche Methoden wie beim

Beweis dieses Lemma verwendet werden.

Lemma 2 Es sei z9 € Xo und yo = F(xg) € Yy gegeben. Dann existiert fir jeden 2er-Weg
o: Q — Yy mit 0(0,0) = yo ein eindeutig bestimmter 2er-Weg 6 : Q — Xo mit (0,0) = xg,
der die Abbildung F' entlang o invertiert.

Damit sind wir in der Lage, Satz 3 zu beweisen.

Beweis von Satz 3

Aus Satz 2 folgt, dass #y fiir alle y € Yy konstant ist und #y > 1 gilt. Somit ist F' eine
Abbildung auf Yy. Wir miissen nur noch zeigen, dass #y = 1 fiir alle y € Y erfiillt ist. Das
beweisen wir indirekt, indem wir annehmen, dass zwei Punkte x, 1 € X existieren mit F(zg) =
F(z1) = y. Da Xy bogenweise-zusammenhéngend ist, konnen wir einen Weg 6 € C(]0, 1], Xo)

finden mit 6(0) = zo und #(1) = z;. Damit ist 0 = F o 6§ eine geschlossene Kurve in der
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einfach-zusammenhéngenden Menge Yj. Folglich existiert nach Definition eine Homotopie h €

C(Q,Yy) mit der Eigenschaft (3). Wir nehmen jetzt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an,

dass h(s,1) =y und

h(0,t) = h(1,t) =y fiir alle ¢ € [0, 1]

(4)

gilt. Nach Lemma 2 existiert ein 2er-Weg © € C(Q, Xy), der F' entlang der Homotopie h inver-

tiert. Damit haben wir wegen F' o © = h und h(0,0) =y

6(0,0)
F(O(s,1))

o

h(s,t) fiir alle (s,t) € Q.

Insbesondere folgt mit (3), dass F(©(s,0)) = h(s,0) = o(s) und somit O(s,0) = 6(s) fiir alle

s € [0,1] gelten muss. Folglich haben wir nach Konstruktion

Andererseits ergibt sich aus (4)

Setzen wir jetzt

I'= ({0} x [0,1])

0(1,0) = (1) = 1.

U ([0, 1] x {1}) U ({1} x [0,1]),

so gilt ©. = konstant. Insbesondere erhalten wir wegen

ein Widerspruch zu (5). Also muss #y = 1 gelten. Damit ist der Beweis beendet.

O(1,0) = ©(0,0) = xq
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5.2 Anwendungsbeispiel

Wir beschéftigen uns jetzt mit einer Klasse von semilinearen Randwertproblemen, die asympto-

tisch linear sind. Gegeben sei
—Au=g(u)+h in Q w=0 auf 00 (6)

Dabei ist 2 wie iiblich ein beschrénktes und glattes Gebiet im R™. Weiterhin bezeichnen wir mit

A1 > 0 den ersten Eigenwert von

—Au=Xu in Q, u=0 auf 99, (7)

und mit p; € C*°(Q) die zugehorige positive Eigenfunktion, siehe Satz 9 im Abschnitt 2.4. Dann

l4sst sich die folgende Aussage beweisen.

Satz 5 Die Funktion g € C'(R) erfiille die Bedingungen
(i) g(t) > 0 fir alle t € R,

(ii) es existieren Zahlen v < Ay und b > 0, so dass
g(t) <~yt+0

fir alle t > 0,
(iii) ¢'(t) < A1 fiir alle t € R.
Dann hat (6) eine eindeutig bestimmte Lisung u € CaT*(Q) fir jedes h € C*(9Q).

Wir wollen zum Beweis den globalen Inversionssatz anwenden. Wir definieren jetzt
= CI(Q),
= 0*Q),

X =Y, F(u)=Au+ g(u).

Offensichtlich ist F' € C*(X,Y), und fiir vorgebenes h € Y ist jedes u € X mit F(u) = —h eine
Losung von (6).
Zum Beweis verwenden wir die folgenden beiden Resultate, die die lokale Invertierbarkeit der

eigentlichen Abbildung F' zeigen.
Lemma 3 F ist lokal invertierbar auf X .

Beweis: Es gilt
F'(u)v = Av + ¢ (u)v.
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Verwenden wir jetzt Satz 10 im Abschnitt 2.4, so folgt F'(u) € Iso (X,Y), falls
—Av=¢(u)v in Q, v=0 auf 99,

nur die triviale Losung hat. Das folgt aber unmittelbar aus der Bedingung (iii) und der An-
wendung des Monotonieverhaltens der Eigenwerte, siehe Satz 9(ii)(a) im Abschnitt 2.4, da

A (g (uw)) > 1 gilt. [

Lemma 4 F ist eine eigentliche Abbildung.

Beweis: Es seien die Folgen
{hntnzr C Y, A{untniy C X,

gegeben, so dass || h,|Y || < C und F(u,) = —h,, n =1,2,..., gilt. Wir zeigen, dass eine Zahl
¢ > 0 existiert mit

[ tn| Loo || < c. (8)

1. Schritt

Es existiert eine Zahl ¢; > 0, so dass
up(x) > —cy fiir alle z € Q. 9)

Es sei Q* ein beschrinktes Gebiet mit Q C Q*. Mit A} bezeichnen wir den ersten Eigenwert
von —A auf * mit homogener Dirichlet-Randbedingung und mit ¢} die zugehorige normierte
positive Eigenfunktion mit ¢} > 0 in Q* und || ¢i|L || = 1. Es gilt also
—Ap] = AN¢] in QF @] =0 auf 9Q".
Da Q C Q* und ¢} > 0 auf Q*, gilt m* = min ¢} (z) > 0. Wir definieren jetzt ¢* = C'- (\im*)~L.
z€eQ

Unter Verwendung von (i) und der Definition von ¢* erhalten wir

—Aun +@1) = glun) + hn + A1
Da auflerdem w,(z) + c*¢7(x) > 0 fiir alle z € 0, erfiillt ist, erhalten wir mittels klassischem
Maximumprinzip, siehe Abschnitt 2.4, dass u,, > —c*p} in Q gilt. Daraus folgt aber (9).

2. Schritt

Es existiert eine Zahl co > 0, so dass
up(z) < ey fir alle z € Q. (10)
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C hat die gleiche Bedeutung wie oben. Es sei K = C + b (und somit K > 0), und w € C*(Q)

sei die (eindeutige) Losung von
—Aw=~vyw+ K in Q, w=0 auf 09Q.

Wir bemerken, dass aus v < A1 die Eindeutigkeit folgt. Mit dem Maximum-Prinzip ergibt sich

weiter, dass w > 0 in Q erfiillt ist. Fir z, = w — u, gilt
—Az, = —Aw+ Auyp, =yw + K — g(up) — hy in Q, 2z, =0 auf 0Q.
Es sei jetzt
QF ={z € Q: u,(x) > 0}.

Nach Voraussetzung (ii) ergibt sich mit der Wahl von K = C + b
~Azy, > yw+ K —yup —b—hy = y(w —uy) +C — hy > vz, in Q.

AuBerdem ist z,(z) = w(x) > 0 fir alle z € 9Q;}. Unter Verwendung der Monotonie der

Eigenwerte, siche Satz 9(ii)(b), folgt zunéchst
)\1(9;’{) > )\

Nach Voraussetzung (ii) ist andererseits v < A1. Somit ergibt sich mit dem mittels klassischem
Maximum-Prinzip (siehe Abschnitt 2.4), dass z, > 0 in Q. Da 2, = w —u, > 0 in Q\ Q,
erhalten wir z, > 0 in ©Q und damit (10). Zusammen mit (9) folgt schlieBlich (8).
3. Schritt
Da

—Auy = g(up) + hy

erfiillt ist, ergibt sich aus (8) und dem mehrfachen Gebrauch der Abbildungseigenschaften von
A mittels sogenannter bootstrap arguments, dass ||u,|X || < K, K > 0 geeignet gewéhlt, gilt.

Damit konvergiert wegen der kompakten Einbettung
C* Q) —— C*(Q), a >0,

die Folge der u,, in C?(Q) und folglich auch g(u,) + h, in C*(2). Die nochmalige Anwendung
der Abbildungseigenschaften liefert damit die Konvergenz der Folge {u,},~; im Banachraum

X. Damit ist der Beweis beendet. [ |
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5.3 Inversionen mit Singularititen

In diesem Abschnitt betrachten wir die globale Invertierbarkeit von Abbildungen F': X — Y,
wobei die singulidre Menge ¥ so beschaffen ist, dass Satz 3 nicht angewendet werden kann (siehe
Lemma 6 unten). Unser Ziel besteht jetzt darin, eine globale Beschreibung der Mengen 3, F(X)
und des Bildes R(F') zu geben. Dabei soll im folgenden stets

F e C*(X,Y)

gelten. Wir ersetzen dabei in den nachfolgenden Untersuchungen die Menge der singuldren Punk-
te

Y={r € X: Fistin x nicht lokal invertierbar}
aus Definition 2(i) durch die Menge
Y={reX: Fl(x)¢Iso(X,Y)}.

Nach dem lokalen Inversionssatz folgt aus F'(z) € Iso (X,Y), dass F in x lokal invertierbar ist.
Damit gilt ¥ C X',

Es sei jetzt € ¥/, und es gelten die folgenden Bedingungen:

(i) der Kern ker(F’(z)) ist eindimensional, d.h. es existiert ein ¢ € X \ {0} mit
ker(F'(z)) = Ry,
(ii) das Bild R(F'(z)) ist abgeschlossen und hat die Kodimension 1 beziiglich des Banachrau-
mes Y, und
(iii) es existiert ein ¢ € X mit F”(z)[p, ¢] ¢ R(F'(z)).

Nach (ii) existiert somit eine eindimensionale Menge M C Y mit Y = M @& R(F'(z)). Wegen (i)
und (ii) ist F'(z) ein Fredholm—Operator mit Index ind F’(x) = 0.

Definition 5 Eine Teilmenge M von X ist eine C'-Mannigfaltigkeit mit Kodimension 1, falls
fiir alle x* € M eine Zahl § > 0 und eine C'-Abbildung T : Bs(z*) — R emistiert, so dass

M N Bs(z*) = {x € Bs(z*): I'(x) =0}, (11)

'(z*) # 0. (12)
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Wir beweisen zunéchst folgendes klassisches Resultat der Differentialgeometrie.

Lemma 5 Es sei M eine abgeschlossene und zusammenhdingende C'-Mannigfaltigkeit mit Ko-
dimension 1 im Banachraum X. Dann hat die Menge X \ M hdéchstens zwei zusammenhingende

Komponenten.

Beweis: Wir nehmen indirekt an, dass drei nichtleere, offene und disjunkte Teilmengen ; C X,
1 =1,2,3, existieren mit

X\M291UQQUQ3.

Da X \ M offen ist, muss auch jedes €; in X offen sein. Wir bezeichnen mit 92; den Rand
von ;. Dann muss 09; # 0 fiir i+ = 1,2,3 gelten, da ansonsten §2; auch abgeschlossen wire.
Weiterhin haben wir fiir 4 = 1,2, 3, dass 0€2; C M gilt, und dass diese Mengen 0f; beziiglich M
abgeschlossen sind. Da nach Voraussetzung M eine C'-Mannigfaltigkeit mit Kodimension 1 in X
ist, existiert fiir jedes * € M ein € > 0, so dass B.(z*) N (X \ M) genau aus zwei Komponenten,
z.B. Uy und Us, besteht. Damit koénnen h6chstens zwei von diesen drei Mengen (); einen
nichtleeren Durchschnitt mit B (z*) haben. Somit kann auch B.(z*) N M in hochstens zwei der
Mengen 0f); enthalten sein. Nehmen wir zum Beispiel an, dass Uy in 21 und Us in €25 enthalten

ist.

Dann folgt daraus

0Q3 N [B:(z*) N M] = 0. (13)

Nun wéahlen wir einen beliebigen Punkt v € 0€23. Dann existiert, analog zu oben, ebenfalls ein
6 > 0, so dass
Bs(v) N[X\ M]
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ebenfalls aus zwei Komponenten V;, Vo besteht. Da v € 93 gilt, muss notwendigerweise eine
von diesen beiden Komponenten V; in Q3 liegen. Somit gehoren alle w € Bs(v) N M zu 09,
d.h., wir haben

Bs(v) N M C 09s3.

Folglich ist 093 (abgeschlossen und) offen beziiglich M. Da M aber zusammenhéngend ist, er-
halten wir folglich M = 03 und damit einen Widerspruch zu (13). |

Wie vorher bezeichnet ¥ die singulére Menge bzgl. der Abbildung F', d.h., wir haben
Y={re€X: F istin x nicht lokal invertierbar}

und somit

YCY ={zeX: Fl(z) ¢ Iso (X,Y)}

Als erstes beweisen wir jetzt eine Aussage iiber die Struktur der Menge Y/, falls die Elemente

von Y bestimmte Eigenschaften besitzen.

Lemma 6 Fir alle x € X' gelten die Bedingungen (i), (ii) und (iil). Dann ist die Menge ¥/ eine

C'-Mannigfaltigkeit mit Kodimension 1 in X.

Beweis: Wir fixieren ein beliebiges 2* € ¥/. Wir wollen jetzt die Menge ¥/ in einer Umgebung

von x* beschreiben. Dazu setzen wir
V =ker(F'(z")), R=R(F'(z")).

Nach den Bedingungen (i) und (ii) existieren zunéchst abgeschlossene Teilrdume W C X und

Z CY mit codimW =dimZ =1 und
X=VeW Y=Z6&R.

Weiterhin finden wir ein ¢ € X \ {0} mit F'(z*)¢ = 0 und V = Ry. Andererseits existiert
unter Verwendung des Satzes von Banach—Hahn ein nichttriviales Funktional ¢» € Y* \ {0} in

Abhéngigkeit von unserem fixierten z*, so dass R = kery = {v € Y : (¢,v) = 0} gilt.

Eine Moglichkeit besteht in folgender Konstruktion: Wegen Y = Z & R hat jedes y € Y die
eindeutige Darstellung

y=sz+r, r€R 0#£z€Z, seR.

Somit konnen wir z.B.

(W,y) =s, falls y=sz4r,
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wéhlen. Dann folgt hieraus ker ¢y = R und (¢, z) = 1.

Damit erhalten wir folgende Zerlegung fiir die R&ume X und Y.

X=VaeW=RpaW, Y=Z&R=2Zker.

Fiir jedes z € X existiert damit ein eindeutig bestimmtes ¢ € R und w € W, so dass
T =1tp+w.
Wir bezeichnen jetzt mit
Q:Y —>kery, P=idy—-Q:Y—=>Z

die Projektion von Y auf R = ker ¢ bzw. die Projektion von Y auf Z.

Es sei z € Z mit (¢, z) = 1. Dann gilt fiir alle y € Y die Zerlegung
y=Py+Qy, PyecZ QyecR,

mit Py = (¢, y)z.

Wir untersuchen jetzt die Frage, wann fiir einen Punkt u, der nahe bei x* liegt, die Beziehung
F'(u) € Iso (X,Y) gilt oder nicht gilt. Dazu betrachten wir entsprechend der obigen Darstellung
von z die Gleichung

F'(u)e = F/(u)(tp +w) = .

Diese Gleichung hat fiir fixierte v € X und y € Y offensichtlich eine eindeutige Losung x = to+w,
wenn man auf eindeutige Weise die reelle Zahl ¢t und das Element w € W bestimmen kann.
Wenden wir auf unsere Ausgangsgleichung die Projektionen P und () im Raum Y an, so erhalten

wir mittels der Lyapunov-Schmidt-Reduktion das Gleichungssystem (Bifurkationssystem)

PF'(u)(to +w) = Py,
QF (u)(te +w) = Qy. (14)
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Wir setzen jetzt in diesem System u = z* ein. Dann gilt nach Definition der Menge ¥/ und der

Bedingung (i) die Gleichung F'(z*)p = 0, und wir haben damit fiir die zweite Gleichung
QF'(z")w = Qy.

QF'(x*) ist offensichtlich invertierbar, wenn man sie als lineare beschréinkte Abbildung von W
auf R betrachtet. Da nach Lemma 3 im Abschnitt 4.1 die Menge Iso (W, R) offen ist, existiert
ein § > 0 derart, dass

QF'(u) € Iso (W, R)

fiir alle u € Bs(z*) gilt. Damit ist es sinnvoll, den inversen Operator
T =[QF'(u)] ™ € Iso (R, W)
fiir beliebiges u € Bs(x*) zu definieren. Wir erhalten somit aus der zweiten Gleichung in (14)
w =T[Qy — tQF (u)y)
und anschliefend aus der ersten Gleichung durch die Substitution von w
tPF'(u)p + PF' ()T[Qy — tQF (u)p] = Py.

Damit ist (14) unter Beachtung der Definition der Projektion Py = (¢,y)z, y € Y, mit z # 0

wegen (1, z) = 1 dquivalent zu folgendem System

t(, F'(u)p) — t(, F'(w)TQF (u)p) = (1h,y) — (1, F'(u)TQy), (15)

w = T[Qy—tQF (u)g]. (16)
Bei vorgegebenen y € Y und u € X ist folglich (15) eindeutig 16sbar beziiglich ¢, falls
(¥, F'(u)p) — (&, F'(W)TQF (u)p) # 0

erfiillt ist. Damit ergibt sich aber, dass u € X nahe bei 2* € ¥/ genau dann singulér ist (d.h.

wir haben u € ¥’ N Bs(z*)), wenn
(), F'(u)p) — (&b, F'(w)TQF (u)g) = 0
gilt. Wir definieren deshalb das Funktional I' : X — R durch
L(u) = (¥, F'(u)e) = (¢, F'(w)TQF' (u)p), u € X,

und erhalten folglich
u €Y NBs(a*) <= T(u) =0, wue Bs(z").
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Aus der Definition des Funktionals I" ergibt sich sofort unter Beriicksichtigung der Vorausset-
zungen F' € C%(X,Y), dass I' zur Klasse C! gehort. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass auch
die zweite Bedingung fiir eine C''-Mannigfaltigkeit, d.h. (12), erfiillt ist. Durch Differenzieren

der Bestimmungsgleichung von I erhalten wir unter Verwendung von F’(x*)¢ = 0, dass

I'(2")u = (¢, F"(z")[u, ¢]). (17)

Damit ergibt sich wegen der Bedingung (iii) die Existenz von @ mit

(%) = (, F" (%) [, ¢]) # 0,

d.h. wir haben (12) nachgewiesen. Der Beweis des Lemmas ist damit beendet. |

Unser nichstes Ziel besteht darin, die Menge F(X') zu beschreiben. Dazu verschiirfen wir die

obige Bedingung (iii), um die singuldren Punkte besser klassifizieren zu kénnen.

Definition 6 Ein Punkt x € X' heifst gewéhnlicher singulirer Punkt, falls (i), (ii) und anstelle
von (iii) sogar

(iv) F"(z)[e, 0] & R(F'(x))
erfiillt ist, wobei ¢ die gleiche Bedeutung wie in (i) hat.

Unter Verwendung dieser Restriktion sind wir nun in der Lage, folgendes Ergebnis zu beweisen.

Lemma 7 Es sei x* ein gewdohnlicher singuldrer Punkt. Dann existiert ein ¢ > 0 und eine
Abbildung ¥ € CY(B.(x*),Y) mit

(I) ¥'(z*) € Iso (X,Y),

(IT) ¥(u) = F(u) fir alle uw € ¥' N B:(z*).

Beweis: Wir verwenden dazu die gleichen Bezeichnungen wir im Beweis des letzten Lemmas.
Insbesondere erfiillt z € Z C Y, z # 0, die oben angegebene Eigenschaft (1, z) = 1 und wir

haben R = ker t. Damit gilt nach den Untersuchungen im Beweis von Lemma 6 folgende Aussage
>/ N Bs(x*) = T71(0).

Wir definieren jetzt die Abbildung ¥ : Bs(z*) — Y durch
U(u) = F(u) +T'(u) - 2.

Offensichtlich gehort diese Abbildungen wegen F € C?(X,Y) und unseren fritheren Uberlegun-
gen beziiglich der Abbildung I' zur Klasse C'*(Bs(x*),Y), und wir haben



fiir alle u € ¥/ N Bs(x*). Weiterhin gilt
U (2%Yu = F'(z*)u + [ (2")u] - 2.
Jetzt setzen wir u = t¢ + w und verwenden F'(z*)p = 0 sowie (17). Damit erhalten wir
V(z")u = F'(z*)w+t[' (@) ] - 2 + [[V(z*)w] - 2
= F'(@")w+ (@, F" (@), ¢)z + (v, F" (2")[w, ¢])z.

Wie bereits nachgewiesen, hat die Gleichung ¥'(z*)u = y, y € Y, unter Verwendung der Projek-

tionen P und @ eine eindeutig bestimmte Losung u = t¢ + w, falls (beziiglich ¢) die Bedingung

(0, F"(z")[0,0]) #0

erfiillt ist (z # 0). Somit haben wir ¥/(2*) € Iso (X,Y), falls die Bedingung (iv) in der letzten

Definition gilt. Daraus ergibt sich aber (I). Der Beweis ist somit beendet. |

Unter Verwendung von Lemma 7 kénnen wir jetzt die Menge F'(¥') beschreiben.

Lemma 8 Fualls jedes x € X/ ein gewdhnlicher singulirer Punkt ist, so ist die Menge F(X)

eine C'-Mannigfaltigkeit mit Kodimension 1 in'Y .

Beweis: Nach Lemma 7 existiert ein € > 0 und eine Umgebung N von F(x), so dass die Abbil-

dung ¥ einen Diffeomorphismus zwischen B, und N definiert. Folglich gehort das Funktional
v:ToUl: NS R

zur Klasse C! und hat eine nichttrivialen Ableitung. Weiterhin folgt aus Lemma 7(IT) und den
Eigenschaften von I', dass F(¥') N N = 4~ 1(0) gilt. Verwendet man abschliefend Definition 5,

so folgt die Aussage des Lemmas. [ |

Wir wollen jetzt zeigen, wie man die obige Bedingung (iv) aus Definition 6 verwenden kann,
um lokal die Anzahl der Losungen von F(z) = y in der Umgebung eines gewdhnlichen sin-
gulidren Punktes # € ¥/ berechnen zu kénnen. Nach den vorangegangenen Untersuchungen ist
die Bedingung (iv) dquivalent zu

(, F"(2)], ¢]) # 0.

Im folgenden haben ¢ und z wieder die gleiche Bedeutung wie im Beweis von Lemma 6.
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Lemma 9 FEs seiz* € ¥ ein gewdhnlicher singulirer Punkt mit ker(F'(z*)) = Re, und es gelte

2.B.
(W, F"(2")|p,¢]) > 0

sowie y* = F(x*). Dann existieren Zahlen € > 0 und o > 0, so dass die Gleichung
F(z) =y" +sz, € B(a"),

(a) genau zwei Lisungen hat fiir alle 0 < s < o
und

(b) keine Ldsung hat, falls —o < s < 0 gilt.

Beweis: Wir nehmen ohne Beschréinktheit der Allgemeinheit an, dass * = 0 und y* = 0 und
somit

F(0)=0

gilt. Folglich miissen wir nun die Gleichung F'(z) = sz in B.(0) untersuchen. Wir setzen jetzt
A = F'(0) (lineare Abbildung) und erhalten wegen F'(0) = 0 und A = F’(0) mittels Taylorent-
wicklung

F(x) = Az + w(zx).

Substituieren wir jetzt wie iiblich z = t¢ + w, so geht die Ausgangsgleichung F'(z) = sz unter

Verwendung von F'(0)p =0 (¢ € ker F'(0)) in
Aw + w(ty + w) = sz

iiber. Wenden wir auf diese Gleichung die Lyapunov—Schmidt-Reduktion analog zum Beweis
von Lemma 6 an, so erhalten wir wegen Aw € R, d.h., es gilt QAw = Aw, und Pz = z das

dquivalente Bifurkationssystem

Aw+ Qu(tp+w) = 0, (18)

Pw(to+w) = sz. (19)

Dabei ist (18) wieder der regulédre Teil. Wegen F'(0) = 0 und A0 = 0 erhalten wir zunéchst aus
F(0) = A0 + w(0) die Aussage w(0) = 0. Weiterhin ist A = F’(0) ein linearer Operator. Somit
folgt weiter wegen A& = F'(0)¢ = A& +w'(0)&, dass w’(0) = 0 und schlieflich F”(0) = w”(0) ist.
Andererseits erhalten wir nach der Konstruktion des Bifurkationssystem (siehe den Beweis von
Lemma 6), dass A € Iso (W, R) gilt. Wir werden jetzt zeigen, dass wir analog zu den fritheren

Untersuchungen den Satz iiber implizite Funktionen aus dem Abschnitt 4.2 auf die Gleichung
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(18) anwenden koénnen. Wir erhalten dann die lokale (eindeutige) Losung w = w(t), die zur
Klasse C? gehért und die Bedingungen w(0) = 0 und w’(0) = 0 erfiillt:

Die Gleichung (18) entspricht der impliziten Gleichung G(w, t) = 0 mit G(0,0) = A0+Qw(0) =0
und

Gu(0,0)u = Au+ Qw'(0)u = Au, G(0,0)v = [Qu'(0)p]v = 0.
Somit folgt nach dem Satz iiber implizite Funktionen
Glw,1) = G(t,u(t)) =0,

wobei

w(0) =0 und w'(0) = =[G (0,0)] 7L 0 G4(0,0) =0

gilt.
Setzen wir diese Ergebnisse in (19) ein, so miissen wir entsprechend der Definition der Projektion

P wegen z # 0 nur noch die Gleichung
X(t) = (¥, w(te +w(t)) = s
16sen. Da w(-) und w(-) zur Klasse C? gehoren, gilt das natiirlich auch fiir x(-). Setzen wir jetzt
xp =t +w(t),
so erhalten wir mittels Kettenregel

X'(t) = (o' (z)le+u' (1),

X'(t) = (" (@)l +w' (1), 0 +w' @)]) + (1, () [w” ()]).

Da w(0) = 0, w'(0) = 0, w(0) = 0, &' (0) = 0 und w”(0) = F"(0) erfiillt ist, folgt hieraus unter

Verwendung der Voraussetzungen schliefllich

X'(0) = 0, X"(0) = (&, " (0) [, ¢]) > 0.

Damit ist aber das Lemma bewiesen.
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Um das wichtigste Ergebnis in diesem Abschnitt herleiten zu kénnen, benttigen wir noch das
folgende Resultat, dass uns eine globale Aussage iiber die Anzahl der Losungen ermdoglichen

wird.

Lemma 10 Essei F € C?(X,Y) eine eigentliche Abbildung. Fiiry € F(X') gelte F~(y) = {z},
x € X'. Dann ezistiert fiir jede Umgebung U = U(z) C X eine Umgebung V =V (F(x)) C Y
mit F~Y(V) C U.

Beweis: Wir nehmen indirekt an, dass derartige Umgebungen U und V nicht existieren. Somit
haben wir eine Umgebung U* = U*(x) und eine Folge {z,, }7=; mit =, ¢ U* und F(z,) — F(x).
Da F jedoch eine eigentliche Abbildung ist, haben wir andererseits =, — z* ¢ U* und

F(z) = F(z*). Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung F~!(y) = {z}. |

Damit sind wir jetzt in der Lage, das Hauptresultat zu beweisen. Dieses wenden wir im néchsten
Abschnitt auf verschiedene Klassen von semilinearen Randwertproblemen an, um Aussagen {iber

die Losungsstruktur und die Anzahl von Losungen herleiten zu kénnen.

Satz 6 Es sei F' € C?(X,Y)) eine eigentliche Abbildung. Weiterhin sei ¥’ zusammenhingend,
alle x € X seien gewdhnliche singulire Punkte, und fir alle y € F(X') hat F(x) =y genau eine
Losung.

Dann existieren zwei offene zusammenhdngende Teilmengen Yy und Yo derart, dass

)Y =YyUYo,UF(X) und

(ii) die Anzahl der Lisungen von F(x) =y ist durch

0 fallsy € Yy,
#y=14 1 fallsye F(Y),
2 fallsy € Yo

gegeben.

Beweis: Aus Lemma 8 folgt zuniichst, dass die Menge F(¥') eine C'-Mannigfaltigkeit mit
Kodimension 1 in Y ist. Da ¥’ abgeschlossen ist und F eine eigentliche Abbildung ist, folgt

die Abgeschlossenheit von F(X'). Nach unseren Voraussetzungen ist ¥’ und damit auch F(¥)
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zusammenhéngend. Somit besteht wegen Lemma 5 die Menge Y \ F(X') aus hochstens zwei
zusammenhingenden Komponenten. Es sei jetzt 2* € ¥/ fixiert. Wir wihlen jetzt gemifl Lemma
9 eine Kugel U = B.(z*). Wenden wir jetzt auf diese Kugel U unser Lemma 10 an, so ist fiir
alle y € V = V(F(2*)) die Zahl #y gleich der ,lokalen Anzahl“ der Losungen von F(x) =y,
wobei nur noch x € U gelten muss. Diese Zahl kann jedoch mittels Lemma 9 berechnet werden:
Es gilt entweder #y = 0 oder #y = 2 (,oberhalb/unterhalb* von F(X')). Weiterhin ist nach
Satz 2 die Anzahl #y auf jeder der Komponenten von Y \ F(X') konstant. Somit muss (i), d.h.,
Y =Yy UYy U F(Y) sowie (ii) gelten. |

6 Bifurkationssitze und Anwendungen auf nichtlineare Diffe-

rentialgleichungen

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns zunéchst mit der Untersuchung von speziellen Klassen
von semilinearen Randwertproblemen mit asymptotisch linearen Nichtlinearitédten im so-
genannten Resonanzfall, wobei wir unseren globalen Inversionssatz aus dem letzten Abschnitt
sowie die bereits eingefiihrte Lyapunov—Schmidt-Methode verwenden werden. Anschlieflend be-
handeln wir im Abschnitt 6.2 — unter Verwendung unseres Satzes 6 aus dem Kapitel 5 und der
iterativen Methode von Ober- und Unterlosungen — sogenannte Nichtlinearititen mit Springen

(jumping nonlinearities). Wie bisher bezeichnen wir mit  C R"™ ein beschrianktes und glattes

Gebiet mit Rand 0f2.

6.1 Der Resonanz-Fall

Wir betrachten das semilineare elliptische Randwertproblem
Au+g(u)=h in Q u=0 auf 090, (1)

wobei die nichtlineare Funktion g asymptotisch linear ist und h € C%(Q) gilt. Wir setzen dabei

voraus, dass die Funktion g durch
g(r) =ar +b(1), T €R,
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darstellbar ist, wobei a reell und die Funktion b € C1(R) beschriinkt ist.

Wie iiblich bezeichnet Ay den k-ten Eigenwert von
—Au=Au in Q, w=0 auf 0Q.

Im folgenden unterscheiden wir die Fille a = A\, (Resonanz-Fall) und a # A, (Nichtresonanz-
Fall) fiir alle k.

Wir beginnen mit dem Nichtresonanz-Fall. Dann gilt folgendes klassisches Ergebnis.

Satz 1 (Hammerstein) Fualls a # N\ fiir alle k € N gilt und die Funktion b ist Lipschitz-stetig

und beschrdnkt, so hat das Problem (1) fiir jedes beliebige h € C*(Q) eine klassische Losung
u € CaT(Q).

Ein Beweis, der im wesentlichen a priori-Abschitzungen verwendet, kann im Buch Runst/Sickel
gefunden werden.

Unser Ziel besteht jedoch darin, ein Existenz-und Unitétsresultat fiir die Losbarkeit von (1)
mittels des globalen Inversionssatzes, siche Satz 4 aus dem letzten Kapitel, herzuleiten. Zu

diesem Zweck setzen wir

X =CiQ), Y =C%9Q),

und definieren die zu (1) korrespondierende Abbildung
F: X—=Y, F(u)=Au+au+bu),

die offensichtlich stetig ist.
Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung F': X — Y eigentlich ist. Dazu verwenden wir wesentlich

folgende a priori-Abschitzung fiir die Losungen von (1).

Lemma 1 Es gelte a # A\ fiir alle k. Falls b(-) beschrankt ist, und ein C > 0 existiert mit
|hn|Y | < C,n=1,2,..., so gilt fir die Lésungen u, € X mit F(uy) = hy, dass ||u,|Y || < M

fir alle n erfillt ist, wobei die Zahl M > 0 geeignet gewdhlt wird.

Beweis: Wir nehmen indirekt an, dass es keine derartige Zahl M > 0 gibt. Wir definieren jetzt

Un,
Zn = T
" Yl
Dann ist (1) nach den Bedingungen an die Funktion g(7) = a7t + b(7) dquivalent zu

b(uy) hn,
_l’_
[unlY I [Jun] Y|

Az, +az, = — in Q, z,=0 auf 99Q. (2)
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Nach den Vorausetzungen ist die rechte Seite der Differentialgleichung auf €2 beschrinkt. Au-

Berdem gilt

b)) (@) | (@) .
T | Ty 0 for n= oo 3)

Da a # A gilt, existieren nach den Ergebnissen aus dem 2. Abschnitt eindeutige Losungen

2, € CH(Q) mit || 2,|CTT || < O fiir alle n. Aus der kompakten Einbettung
Q) —»— CHQ)

ergibt sich weiter (eventuell fiir eine Teilfolge), dass wir annehmen konnen, dass ein z* € C'1(Q)
mit z, — 2* in C1(Q). Wegen || z,|Y || = 1 folgt, dass z* # 0 gilt.
Multiplizieren wir jetzt Gleichung (2) mit einer beliebigen Funktionen w € C5°(2), so erhalten

wir mittels Integration

b(un) () hn () ) de. (4)

— | Vw(z)Vz,(x)dx +a/ w(x)zp(x)de = / w(z) <— +
/Q Q ) fun Y[ fJunlY
Unter Beriicksichtigung von (3) ergibt sich durch Grenziibergang n — oo, dass
—/ Vw(z)Vz*(x)dx +a/ w(x)z* (z)dx = 0. (5)
Q Q

Das bedeutet, dass diese nichttriviale Funktion z* zunéchst eine schwache, und damit nach den
Abbildungseigenschaften auch eine klassische Losung des Eigenwertproblems mit a # Ay ist. Das

ist jedoch ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung. [ |

Damit sind wir in der Lage nachzuweisen, dass die oben definierte Abbildung eigentlich ist.
Lemma 2 Die Abbildung F': X — Y ist eigentlich.

Beweis: Es gelte h, — h in Y fiir n — oo und w,, € X mit F(u,) = h,. Verwenden wir Lemma
1, so existiert eine Zahl C' > 0, so dass || u,|Y || < C erfiillt ist. Unter Verwendung der {iblichen
bootstrap- und Kompaktheitsargumente folgt aber hieraus (eventuell fiir eine Teilfolge) die Exi-

stenz einer Funktion u* € X mit u, — «* in X. Damit ist aber die Aussage bewiesen. [

Um den globalen Inversionssatz anwenden zu kénnen, miissen wir noch die lokale Invertier-
barkeit von F' im gesamten Banachraum X zeigen. Dazu bendétigen wir zusétzlich zu unserer

Glattheitsbedingung b € C'(R), dass entweder

a+b(r) <\ firale 7 €R (6)
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oder

Me <a+b (1) < A\pyq fiiralle 7€R (7)

erfiillt ist. Die Bedingungen (6) bzw. (7) gewihrleisten, dass
gR)Nop(=A) =0

gilt, wobei op(—A) = {A\x}2, das Spektrum von —A unter homogener Dirichlet-Bedingung
bezeichnet. Insbesondere ist wegen (7) der Eigenwert \j einfach. Weiterhin bezeichnet im fol-
genden ¢y, eine nichttriviale Eigenfunktion zum Eigenwert ). Wir wissen, dass F € C'(X,Y)
mit

F'(uw)v = Av +av + ' (u)v
gilt.
Lemma 3 Die Abbildung F': X — Y ist lokal invertierbar.
Beweis: Es sei © € X. Dann setzen wir

m(z) = a+ bV (u(z)), z € Q.
Unter Verwendung von (6) bzw. (7) folgt

m < A bzw. Ay <m < Agy1,
und damit nach der Monotonie der Eigenwerte, siche Satz 9(ii)(a) im Abschnitt 2.4,
Al(m) > 1 bzw. )\k(m) <l< )\k+1(m).

Somit hat das lineare Randwertproblem

—Av=1-mv in , v=0 auf 00

nur die triviale Losung v = 0. Unter Verwendung von Satz 10(i) im Abschnitt 2.4 folgt aber
hieraus, dass die C'-Abbildung
F'(u)v = Av+ m(z)v

invertierbar in X ist. [ |

Damit sind wir in der Lage, mittels globalen Inversionssatz das néchste Ergebnis abzuleiten.
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Satz 2 Fiir die Funktion b € C1(R) ewistiere eine positive Zahl M, so dass |b(7)| < M fiir alle
T € R gelte. Weiterhin sei entweder (6) oder (7) erfillt. Dann hat unser Problem (1) fiir jede

Funktion h € C*(Q) eine eindeutig bestimmte klassische Losung u € C3H(Q).

Wir betrachten jetzt das interessantere Problem, wenn der Resonanz-Fall vorliegt.

Falls a = Ay, gilt, so kann das Problem (1) wegen g(7) = A7 + b(7) in der Form
Au+ Agu+bu)=h in Q, uw=0 auf 09, (8)

geschrieben werden, das man in der Literatur gewdhnlich als Resonanz-Problem bezeichnet.
Offensichtlich ist im allgemeinen nicht gewihrleistet, dass (8) iiberhaupt eine Losung besitzt.
Dazu wihlen wir z.B. b = 0. Dann sagt uns die Fredholm-Alternative, siehe Satz 10(ii) im

Abschnitt 2, dass die Bedingung
/ h(z)pk(z)dr =0
Q

erfiillt sein muss. Dabei haben A\; und ¢y, die iibliche Bedeutung. Man kann nun die Bedingung

fiir die Nichtexistenz einer Lésung von (8) mit b = 0, die durch

/Q h(x)pp(x)dz # 0 (9)

gegeben ist, relativ einfach auf den hier vorliegenden nichtlinearen Fall ausdehnen.

Dazu definieren wir fiir fixiertes o die Mengen

Ot ={rcQ: pr(x) >0}, Q ={zecQ: pp(x) <0} (10)
sowie
b~ = inf b(7), b" =supb(7). (11)
T€R TER

Satz 3 Es sei \, ein einfacher Figenwert. Falls die Funktion b(-) beschrinkt ist, so ist

v [ a@ds bt [ ande < [ (s
Qt+ - Q
Sb+/ wk(w)dﬂﬁer_/ or(@)dx (12)
o+ -
eine notwendige Bedingunyg fiir die Losbarkeit von (8).

Beweis: Wir nehmen an, dass u eine Losung von (8) ist. Multiplizieren wir jetzt die Gleichung

mit ¢ und integrieren anschlieend, so erhalten wir

/QAu(x)gok(x)dx—i—)\k/ﬂu(x)apk(x)dx—i—/Qb(u(x))apk(x)dx:/Qh(x)gok(x)dm.
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Wir wissen, dass Ay + Axpr = 0 gilt. Somit erhalten wir

/Q b(u(z) g (x)dx = /Q h(z)pn(z)dz

und damit die Aussage. [ |

Bemerkung 1 (i) Die obige notwendige Bedingung bleibt richtig, falls man ¢ durch —¢y er-
setzt. Sie stimmt im Fall b = 0 mit der bekannten Losbarkeitsbedingung im linearen Fall iiberein.
(ii) Es ergibt sich die Frage, ob unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Funktion g die Be-
dingung (12) auch hinreichend ist fiir die Losbarkeit von (8). Ergebnisse in dieser Richtung, die
man in der heutigen Literatur meist als Resultate vom Landesman—Lazer-Typ zusammenfasst,
wurden erstmals durch E.M. Landesman und A.C. Lazer (1972) bewiesen. Sie sind Beispiele
fiir die sogenannte Fredholm-Alternative fiir asymptotisch lineare Operatoren, siche zum Beispiel
S.I. Pohozaev (1967), J. Necas (1969).

(iii) Wir wollen diese Theorie nicht in ihrem allgemeinsten Fall untersuchen. Deshalb setzen wir
im folgenden stets voraus, dass der Eigenwert Ay stets einfach ist und die zu den Bedingungen

(6) und (7) korrespondierenden Einschrénkungen
A +b(1) <X fiiralle 7€R (13)

oder

M1 < Mg+ b/(7) < A\ggqp fiir alle 7 € R (14)

erfiillt sind. Die Bedingungen (13) bzw. (14) gewéhrleisten wieder, dass die Menge
g (R)Nop(-A)
nur einen Eigenwert enthélt. Es liegt also nur einfache Resonanz.

Im weiteren sei A ein einfacher Eigenwert und ¢y eine zugehorige nichttriviale Eigenfunkti-
on. Dann kénnen wir folgende Zerlegung von X beziiglich des inneren Produktes (-,-) in Lo

vornehmen.

X=VaW,
wobei

V=Ryy, W={weX: (w,er)= /Qw(x)gok(x)dx = 0}.

Damit ldsst sich jedes u € X in eindeutiger Weise in der Form
u=ter+w, t=(u,pr), wewW,

90



darstellen. Mittels dieser Zerlegung erhalten wir aus (8) unter Verwendung von App = —Appk
das dquivalente Problem

Aw + A\pw + bt +w) = h. (15)

Wir wollen jetzt zur Losung wieder das Lyapunov—Schmidt-Verfahren anwenden, das wir bereits
aus dem letzten Kapitel kennen. Dabei bezeichnet P die Projektion auf W und @Q die auf V,
d.h., wir haben

Pu=w=idu— Qu=u— (u,or)pr, Pw=w.

Somit geht (15) in das Bifurkationssystem

Aw + Apw + Pb(tpr +w) = Ph, (16)

(b(tor +w), px) = (b, ¢r) (17)

tiber.
Fiir die Losung der Gleichung (16) (invertierbarer Anteil) konnen wir die gleiche Methode wie

im Nichtresonanz-Fall anwenden. Dabei sei die Abbildung
. RxW—-=YNW

durch
O(t,w) = Aw + Myw + Pb(ter, + w)

definiert.

Lemma 4 Fiir die Funktion b € C*(R) existiere eine positive Zahl M, so dass |b(T)| < M fiir
alle reellen 7 ist. Weiterhin gelte entweder (13) oder (14). Dann existiert fir jedes fizierte h € Y
ein eindeutig bestimmtes w = w(t) mit

(i) ®(t,w(®)) = P,

(i) die Abbildung t — w(t) gehort zur Klasse C', und

(iii) es existiert eine positive Zahl C' derart, so dass die a priori- Abschitzung ||w(t)| X || < C

fir alle t gilt.

Beweis: 1. Schritt Wir wenden den globalen Inversionssatz auf ®(¢,-) an, um die Aussagen (i)
und (ii) herleiten zu kénnen. Analog zum Beweis von Lemma 2 zeigt man, dass die Abbildung
w — P(t,w) eigentlich ist. Um die Invertierbarkeit von ®,,(¢,w) auf W nachzuweisen, geniigt es

zu zeigen, dass das lineare homogene Problem

Az + Az + PV (top +w)z =0, z€ W, (18)
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nur die triviale Losung z = 0 hat. Definieren wir
m(x) =V (ter(x) + w(z)),

so folgt
PV (tpy, +w)z = Pmz = mz — (mz, or )¢k,

und damit geht (18) iiber in
Az + (A +m)z — (mz,pr)pr =0, z € W. (19)

Wir betrachten jetzt den Fall, dass (14) gilt. Der Beweis unter Verwendung von (13) erfolgt

analog. Wir setzen
X=WroVaoWs, W;=span{pi,...,or-1}, Wa=span{pri1,Prt2,---}, V =Rpy.

Damit erhalten wir wegen W = W7 @ W5 die eindeutige Zerlegung von z € W mit

k—1 00
z=z21+2, €W, 21 Lz, 2= Zﬁz’%, 29 = Z Bipi
i1 i=kt+1

Multiplizieren wir jetzt (19) mit z;, ¢ = 1,2, und integrieren anschlieffend, so erhalten wir wegen

(Ziaspk) =0
(zi, Az) + Me(2i,2) + (zi,mz) =0, i =1,2.

Wegen z = z1 + 29, und Az; € Wy, i = 1,2, und damit (21, 22) = (21, Az) = (22,Az1) = 0 folgt
fiir 4 = 1,2

—/Q |V 2(z)|?dx +/Q()\k + m(z))22 (z)dx —|—/Qm(x)zl(x)22(x)dx =0
und damit
—/Q|Vz1(x)|2dx+/ﬂ(>\k + m(x))z} (z)dx = —/Q|Vz2(x)|2dx+/Q()\k%—m(x))zg(x)dx. (20)
Falls z # 0, so erhalten wir aus (20) unter Beriicksichtigung der Bedingung (14), dass
[ vl - [ [wa@Pie = [ G m@)Ee) - fe)
< )\kﬂ/ﬂz%(x)dx — Ak—1 /Q 23 (z)dzx. (21)

Nach Konstruktion gilt (z9,¢;) = 0 fiir ¢ = 1,2,..., k. Damit ergibt sich aus der Definition von

Ak+1 mittels eines Variationsproblems, siehe Satz 9(iii), dass
/ |V 2o(z)|?dx > )‘k+1/ 22(z)da. (22)
Q Q
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Andererseits folgt aus -
a=> Bigi
=1

dass

/\Vzl(x)Ide < )\kl/ 23 (x)dx (23)

Q Q

gelten muss. Damit ergibt sich aber aus der Differenz von (22) und (23) ein Widerspruch zu
(21). Somit war also unsere Annahme z # 0 falsch, und wir haben gezeigt, dass (18) nur die
triviale Losung z = 0 besitzt. Damit ist also die Abbildung ®,, invertierbar, und wir kénnen den
globalen Inversionssatz anwenden. Somit folgen die Aussagen (i) und (ii) aus Satz 4 im Kapitel
D.
2. Schritt Wir zeigen (iii). Es sei w(t) € C?*T%(Q) eine Losung von (16). Da die Funktion b(-)
beschrankt ist, folgt unter Verwendung der linearen Theorie, dass Zahlen ¢; und co existieren
mit || w(t)|C || < ¢; und somit || Ph — Pb(tpy + w)|Y || < co fiir alle t. Mittels bootstrap

arguments ergibt sich schliefllich (iii). [

Wir miissen uns jetzt noch mit der Losbarkeit von (17) beschéftigen. Der Vorteil besteht aber
darin, dass dieser nichtinvertierbare Teil in einem eindimensionalen Raum untersucht wird. Dazu

setzen wir
I () = /Q btk (x) + w(t) (2))pn (@) da.

Aus dem letzten Lemma folgt zunichst die Stetigkeit von I' : R — R und eine a priori-
Abschiitzung fiir die Funktion w. Weiterhin ist jetzt fiir die Losbarkeit von (8) nach dem obigen
Bifurkationsproblem ausreichend, die Gleichung (17) zu losen, d.h., wir betrachten das eindi-

mensionale Problem
I'(t) = / h(x)er(z)dz, t € R. (24)
Q

Wir werden jetzt zeigen, dass das asymptotische Verhalten von I'(¢) fiir |t{| — oo in enger
Beziehung zu dem von b(t) fiir |t| — oo steht.

Dabei setzen wir jetzt voraus, dass fiir die Funktion b folgende endliche Grenzwerte existieren:
b(r) — b* fiir 7 — Foo0. (25)

Dann definieren wir (in Analogie zum Satz 3)
A_=0b" /Q+ or(z)dr +b" /_ op(z)de, Ay =0b" /Q+ or(x)dx + b~ /Q_ or(x)dz.  (26)

Es soll weiterhin A_ < Ay gelten. Damit sind wir in der Lage, folgendes Resultat zu beweisen.
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Satz 4 FEs sei A\, ein einfacher Eigenwert und @ die zugehdrige nichttriviale Eigenfunktion. Fir
die Funktion b € C*(R) ezistiere eine positive Zahl M, so dass |b(T)| < M fiir alle reellen T ist.
Weiterhin gelte entweder (13) oder (14) sowie (25). Dann hat das semilineare Randwertproblem
(8) eine Lisung, falls folgende Lisbarkeitsbedingung erfiillt ist.

A< /Qh(ﬂ:)gok(:c)dx < Aj. (27)

Beweis: Wir zeigen jetzt, dass I'(t) — Ay fiir t — =+ gilt. Da I' stetig ist, folgt dann aus
A_ < A, die Existenz einer reellen Zahl ¢* fiir die Losbarkeit von (24).
Es gelte t, — +o0o. Dann erhalten wir die Losungen w,, = w(t,), die nach Lemma 4 existieren

und der a priori-Abschitzung (Lemma 4(iii))
[|wn| X || <C, neN,
geniigen. Verwenden wir jetzt die kompakte Einbettung
C*)) == C(Q),0<a<,

so kénnen wir annehmen, dass wy,(z) — w*(z) gleichméiBig auf Q fiir n — oo gilt (eventuell fiir

eine Teilfolge). Damit folgt aus der Definition von QF und Q~, dass
tnor(x) + wp(z) = +oo fiir alle z € QF,

Da nach Voraussetzung die Funktion b beschrankt ist, folgt mittels des Satzes von Lebesgue,
dass
L(t,) — b+/ or(x)dr + b~ / or(x)dr = Ay fir ¢, — +oo,
o+ -
L(t,) — b/ or(r)dr + b+/ or(r)de = A_ fur t, — —oc.
Qt Q+
Da unsere Funktion I' stetig ist, hat (24) eine Losung ¢*, falls die notwendige Bedingung (27)

erfiillt ist. Die entsprechende Losung von (8) ist somit durch
u () = () + w(t”)(x)

gegeben. [ |

Bemerkung 2 (i) Die Bedingungen (13) bzw. (14) sowie die Einschrinkung, dass Ay nur einfa-
cher Eigenwert ist, kann in folgender Weise abgeschwiicht werden. Fiir beliebige i,7 € N, ¢ < k,
gelte

N < <X +V(1) <ea <) (28)

94



fiir alle 7 € R. In diesem Falle ersetze man V = Ry durch

V = span{it1,...,pj-1}

und verwende dann wegen X C Lo(R2), Y C Ly(Q) die orthogonale Darstellung beziiglich des
Lo-Produktes X =V @ W. Auf X und Y fiihrt man dann die Projektionen P und @ ein, so

dass dann fiir v € X die eindeutige Zerlegung
u=v4+w, v=QueV,w=PueW

und fiir A € Y die Darstellung h = Ph 4+ Qh gelte. Damit lisst sich in diesem Fall das Rand-

wertproblem (8) mittels der Projektionen P und @ in das dquivalente Bifurkationssystem
PF(v+w) = Ph,

QFv+w) = Qh

umformulieren. Jetzt kann analog zu oben die erste Gleichung (invertierbares Problem auf W)
eindeutig in der Form w = w(v) geldst werden. Damit muss, entsprechend der zweiten Gleichung,
noch das nichtinvertierbare Problem in dem endlich-dimensionalen Raum V gelost werden. Dafiir
gibt es in der Literatur entsprechende Methoden innerhalb der Landesman—Lazer-Theorie, die
auf der topologischen Methode des Leray—Schauder-Abbildungsgrades beruhen. Es gibt sogar
eine abstrakte Losbarkeitsbedingung (verallgemeinerte Landesman—Lazer-Bedingung), die sogar
auf beschrinkte Nichtlinearitéiten, sublineare Nichtlinearitéiten, spezielle Nichtlinearitdten mit
linearem sowie superlinearem Wachstum angewendet werden kann.

(ii) Weiterhin gibt es die sogenannte Methode der Unter- und Oberlisungen, um die Losung
eines Resonanz-Problems iterativ zu bestimmen. Hierbei wird wesentlich das Mazximum-Prinzip
verwendet.

(iii) Es ist nicht schwierig, Nichtlinearitéten b anzugeben, fiir die die Losbarkeitsbedingung (27)

fiir keine rechte Seite h erfiillt ist. Ein Protyp ist

-
b(r) = —5—
(7) 241’
da in diesem Fall b1 = 0 gilt. Wir wollen uns jetzt mit solchen Nichtlinearitdten beschéftigen.

Wir geben ein Beispiel an, wo (27) nicht erfiillt ist und die bisherige Losungsmethode modifiziert

werden muss.

Satz 5 Wir setzen voraus, dass A\, ein einfacher Eigenwert ist. Weiterhin erfiille die beschrdinkte

Funktion b € C1(R) die Voraussetzungen von Satz 2. Auferdem nehmen wir an, dass
Tb(T) = 0 >0 fir |t] — oo. (29)
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Dann ist das Problem (1) lisbar, falls
[ hwentis =0
Q

gilt.

Beweis: Wegen (25) und (29) gilt zunéchst by = 0. In Analogie zum Beweis des letzten Satzs,

siehe insbesondere (24), miissen wir wegen

/ h(z)ek(x)dz =0
Q

nur noch die Gleichung I'(t) = 0 l6sen. Unter Verwendung von (29) betrachten wir aber jetzt

tI'(t). Dabei verwenden wir folgende dquivalente Darstellung
w0 = [ W)+ wl)@) o) + (o) ds
—/Qb(tcpk(x) + w(t)(x))w(t)(z)dz.

Wir untersuchen jetzt das Verhalten von tI'(¢) fiir [t| — oco. Es sei {t, },—; eine reelle Folge mit
[t,| = 0o. Setzen wir jetzt u, = up(t,) = thpr + wy, mit der eindeutigen Losung w,, = wy,(t,),
so erhalten wir analog zu frither die Existenz von w* mit w,, — w* gleichméfBig auf €. Definieren

wir jetzt ' = QT U Q~, wobei wie vorher
QN ={zecQ: gr(z) >0}, Q ={xecQ: gp(x) <0},
s0 gilt u,(x) = wy(z) fir alle z ¢ ', und damit
t,I(t,) = // b(up(x))uy (z)de — /, b(un(z))wy (x)dx.
Da analog zu frither die Funktionen w,, beschrinkt sind, folgt fiir alle z €
|un ()] = [thor(z) + wp(x)| = 0o fiir |t,| — oo.
Damit erhalten wir wegen (29), dass
/, b(un () uy (z)dz — o[ (30)
Andererseits folgt aus b(t) — 0 fir || — oo und der a priori-Abschétzung fir w,,
/ b (@) () > 0, (31)
so dass sich unter Verwendung von (30) und (31) schlieflich
tnD(tn) — o|Y|
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ergibt. Offensichtlich ist wegen || > 0 dieser Limes auch positiv. Da die Funktion I'(-) stetig

ist, existiert somit mindestens eine reelle Zahl ¢ mit I'(¢) = 0.

Damit ist aber das Satz bewiesen. [ |

Bemerkung 3 Bei einer genauen Betrachtung des letzten Beweises erkennt man leicht, dass
man folgendes Resultat fiir die Existenz von mindestens zwei Losungen fiir (1) herleiten kann:
In Abhéngigkeit von Ph existiert eine reelle Zahl e > 0 derart, dass (1) mindestens zwei Lésungen

hat, falls
0< ]/ h(z)er(z)dz| < e
Q
erfillt ist.

Abschliefend beschiftigen wir uns mit einer Unitétsaussage fiir (1) im Falle, dass A\, = Ay gilt.

Satz 6 Die Funktion b erfiille die Bedingungen von Satz 4 im Falle k = 1. Weiterhin gelte
b' (1) # 0 fir alle reellen 7, z.B. sei b/ (1) > 0 fiir alle T. Dann hat (1) eine eindeutig bestimmte

Lisung u € C?*T(Q) genau dann, wenn

b/ngl(x)dx</Qh(x)apl(x)dx<b+/g<p1(x)dx. (32)

Beweis: Zunéchst folgt aus den Eigenschaften der (positiven) Funktion ¢; und der Bedingung
b'(T) > 0 fiir alle 7, dass die Bedingung (32) mit (12) iibereinstimmt. Um nachzuweisen, dass
(1) genau eine Losung besitzt, miissen wir also unter Benutzung des Bifurkationssystems (16),
(17) nur noch zeigen, dass die Funktion I'(+) in unserem Fall streng monoton wachsend ist. Nach

Lemma 4(ii) ist die Funktion w = w(t) differenzierbar. Aus (16) folgt wegen
Aw + Ajw + Pb(tyr +w) = Ph,
dass w'(t) die Differentialgleichung
Aw' 4+ M\’ + PV (tp1 +w)(p1 +w') =0 (33)
erfiillt. Die Funktion I' = I'(¢) ist ebenfalls differenzierbar, und wir erhalten

I'(t) = /Qb'(tsm(l’) +w(@))(e1(z) + w'(z))er (z)da.
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Damit ergibt sich aus (33) wegen Pu = u — (u, p1)p1
Aw' 4+ M’ + b (tor +w)(p1 +w') — T (t)p1 = 0. (34)

Wir nehmen jetzt indirekt an, dass eine reelle Zahl ¢* existiert mit I'(¢t*) = 0. Definieren wir
dann

so folgt aus (34) fiir t = t* wegen I'(t*) = 0 und Apy + A1 =0
Az" 4+ N2+ V(02 =0 in Q, 2*=0 auf 9.

Somit ist z* eine Losung des Eigenwertproblem Az* + m*z* = 0 mit homogener Dirichlet-

Randbedingung, falls wir m*(z) = Ay + b/(u*(x)) setzen. Wegen

0= (w(t), ¢1) = (w'(t), 1)

ergibt sich
(Z*’Spl) = (@1’901) =1

Damit ist z* eine nichttriviale Losung dieses Eigenwertproblems. Folglich muss eine natiirliche
Zahl k > 1 existieren mit A\;(m*) = 1. Nach unseren Voraussetzungen haben wir m* < As.
Verwenden wir wieder unsere Monotonie-Eigenschaften fiir die Eigenwerte aus Abschnitt 2.4, so
folgt A2(m*) > 1. Somit muss \;(m*) = 1 erfiillt sein. Damit gilt aber entweder z* > 0 in
oder z* < 0 in Q. Wegen b’ > 0 auf R und ¢; > 0 auf €, folgt

()] = \/Qb’(U*(w))Z*(w)wl(w)dw! > 0.

Das ist aber ein Widerspruch zur Definition von t*. [ |

6.2 Probleme mit asymmetrische Nichtlinearititen

In diesem Abschnitt behandeln wir wieder das Problem (1), d.h.,
Au+g(u)=h in Q u=0 auf 090,

jetzt jedoch unter der Bedingung, dass die Nichtlinearitéit g verschiedene Asymptoten ¢'(7) fiir
7 — + hat. Wir nehmen hier an, dass die Funktion ¢ € C%(R) die folgenden Voraussetzungen
erfiillt:

g(0) =0, ¢"(1) > 0 fiir alle reellen T, (35)
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und es existieren die Grenzwerte ¢'(+o00) = lim ¢'(7) mit
T—£o00

0<g'(—0) <A < ¢'(+00) < Ag. (36)
Wie im letzten Abschnitt setzen wir wieder
X =CiQ), Y =C%9Q).

Dann gehért die Abbildung F : X — Y, definiert durch F(u) = Au+ g(u) zur Klasse C?(X,Y).
Wir werden jetzt zur Losbarkeit von Problem (1) den Satz 6 aus Kapitel 5 verwenden, um ein
Ergebnis {iber die Anzahl von Lésungen beweisen zu koénnen, das auf A. Ambrosetti, A. Prodi

(1972) zuriickgeht. Wir zeigen zunéchst, dass alle Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt sind.
Lemma 5 Die Abbildung F ist eigentlich.

Beweis: Es sei wie iiblich {u,};>; C X eine Folge gegeben, so dass F(u,) = h, gilt, und
die rechten Seiten h, in Y gleichméfig beschrinkt sind. Wir miissen nach der Definition der
Eigenschaft eigentliche Abbildung und unter Beachtung von Lemma 2 im Abschnitt 6.1 zeigen,

dass eine Zahl M > 0 existiert, so dass
lun|Y || < M, n €N,

gilt. Beim Beweis verwenden wir im wesentlichen die gleichen Argumente wie in Lemma 1 im
Abschnitt 6.1. Wir nehmen also indirekt an, dass || u,|Y || — oo fiir n — oo gilt. Dann definieren
wir

Unp,

Zp = T
T Yl

und erhalten analog zu frither wegen

g(un) g(un)  uy

lun| YT un [fun] Y]

und ¢(0) = 0 (’'Hospital), dass z, Losung von

h

Azp + vy(up)zn = m
n

in Q, z,=0 auf 09, (37)
ist, wobei die Funktion v durch

9B falls ¢ £ 0,
/

=9 !
g'(0), falls ¢=0.

Nach unseren Voraussetzungen ist die Funktion v beschrinkt. Somit folgt aus den Ergebnissen

im 2. Kapitel und (37), dass eine reelle Zahl M; mit || z,|C**® || < M; existiert. Verwenden wir
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jetzt wieder die kompakte Einbettung von C''*%(Q) in C1(€), so ergibt sich, eventuell fiir eine

Teilfolge, dass ein z* € X existiert mit || 2*|Y || = 1 und
Zn — 2F

im Banachraum C1(Q). Multiplizieren wir jetzt unsere Gleichung (37) mit einer beliebigen Funk-
tion w € C§°(£2) und integrieren anschliefiend, so ergibt sich
h
—/ Vw(z)Vz,(r)dx —|—/ w(z)y(un(x)) 2z (v)dr = / de. (38)
Q Q o [lun (@)X ||
Wir bemerken, dass fiir alle z € Q mit u,(x) - —oo die Beziehung z*(x) < 0 gelten muss.

Analog folgt z*(x) > 0 fiir alle z € Q mit u,(z) — co. Wir setzen deshalb

g (—o00), falls z*(x) <0,
m(z) =1 ¢ (+o00), falls z*(z) >0,
g (0), falls z*(x)=0.

Damit ergibt sich
V(un(@))zn (z) = m(z)2" ()

punktweise in 2. Verwendet man jetzt den Satz von Lebesgue, so folgt fiir n — oo aus (38)

—/ Vw(x)Vz*(x)dx—l—/w(x)m(x)z*(x)dsz (39)
Q Q

fiir alle w € C§°(2) und damit ist z*, nach den gleichen Argumenten wie frither im Lemma 1,
eine Losung von

Az +1mz*=0 in Q, 2z*=0 auf 9.

Wegen ||z*]Y || = 1 ist 2* eine nichttriviale Losung dieses Eigenwertproblems. Somit existiert
ein k > 1 mit A\gx(m) = 1. Nach (36) folgt m < Ay und mit dem Monotonieverhalten der Eigen-
werte, dass Aa(m) > A2(A2) = 1 und somit A;(m) = 1 gelten muss. Da die erste Eigenfunktion
auf  nicht das Vorzeichen wechselt, ergibt sich, dass m(z) entweder ¢’'(—o0) oder g(4o00) sein
muss. In beiden Féllen erhalten wir somit einen Widerspruch zu (36). Daraus folgt die a priori-

Abschitzung || u,|Y || < M. Dass die Abbildung F eigentlich, ergibt sich jetzt mit Lemma 2. Il

Als néchstes beschéftigen wir uns mit der Struktur der singuldren Menge
Y={ueX: Fl(u) ¢ Iso(X,Y)}.
Es gilt dabei u € ¥’ genau dann, wenn das lineare Randwertproblem
Av+ g (uwp=0 in Q, v=0 auf 90
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eine nichttriviale Losung besitzt. Folglich muss A\;(¢'(u)) = 1 fiir ein k& > 1 gelten. Da aber nach
unseren Voraussetzungen ¢'(t) < \q fiir alle reellen ¢ ist, erhalten wir wieder mit den Ergebnissen
aus Abschnitt 2, dass

Mg (w) =1

erfiillt sein muss, falls 1 ein Eigenwert ist.

Lemma 6 (i) Die Menge X' ist nichtleer, abgeschlossen und zusammenhingend.

(ii) Die Menge X' besteht nur aus gewdhnlichen singuliren Punkten.

Beweis: 1. Schritt Wir beweisen (i). Dazu zeigen wir, dass die Menge X/ eine kartesische Dar-
stellung auf einen linearen Teilraum W von X mit der Kodimension 1 hat.
Wir wihlen z € X mit z > 0 auf 2. Dann sei W ein beliebiger linearer Teilraum von X mit

z ¢ W. Folglich hat W die Kodimension 1 in X, und jedes u € X kann eindeutig durch
u=ocz+w, cER weW

dargestellt werden.

Wir definieren jetzt my,(z) = ¢'(u) = ¢'(0z(z) + w(z)) als Funktion von ¢ und betrachten nun

nach den obigen Vorbetrachtungen den ersten Eigenwert A\ (m,) des Eigenwertproblems
Av+Admev=0 in Q, v=0 auf 9.

Nach den friitheren Untersuchungen wissen wir, dass u = oz + w zur singuliiren Menge ¥’ genau
dann gehort, wenn A\ (my) = 1 gilt. Wegen z > 0 in € folgt ms > my, falls 0 > p erfiillt ist.
Das Monotonieverhalten der Eigenwerte, siche Satz 9(ii) im Abschnitt 2.4, zeigt somit, dass die
Funktion A\ (mo) in Abhéngigkeit von o streng monoton fallend ist. Da z > 0 in €2, ergibt sich
weiter, dass

my — ¢'(£o0) fiir o — 400
punktweise, und da ¢’ beschrénkt ist, auch in Ly () fiir alle g. Benutzen wir jetzt das Stetigkeits-

verhalten der Eigenwerte beziiglich der L,-Norm, siehe Satz 9(iv) im Abschnitt 2.4, so erhalten

wir schlie3lich

Mme) = Ma(g'(-0) = - (iloo) S 1 fiir - —oo, (40)
A (mg) = A (g (+0)) = g’(j—loo) <1 fiir 0 — +oo. (41)
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Da aber A\j(m,) beziiglich ¢ streng monoton fallend (und stetig) ist, folgt aus (40) und (41),
dass eine eindeutig bestimmte reelle Losung o* existiert mit Aj(mgy+) = 1. Die Gerade oz + w
ist also transversal zu ¥'. Da die zugehorige Funktion u* = 0%z + w zu ¥/ gehort und \; stetig

von w abhéngt, folgt hieraus (i).

2. Schritt Es sei u € Y. Wir zeigen, dass u ein gewohnlicher singulidrer Punkt ist. Zunéchst
wissen wir, dass A1(¢'(u)) = 1 gilt. Da der erste Eigenwert aber einfach ist, ergibt sich hieraus die
Bedingung (i) aus Abschnitt 5.3, d.h., ker F”(u) ist eindimensional. Damit wird ker F’(u) durch
eine nichttriviale Funktion ¢ aufgespannt, die auf 2 nicht das Vorzeichen wechselt. Auflerdem
gilt nach der Fredholm-Alternative h € R(F’(u)) genau dann, wenn /Q h(z)p(z)dr = 0 erfiillt

ist. Somit existiert ein Funktional ¥ : ¥ — R mit

wmwaémmwmm

und R(F’(u)) = ker. Damit ist auch die Bedingung (ii) aus Abschnitt 5.3. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass auch die Bedingung (iv) von Definition 6 im Abschnitt 5.3. erfiillt ist.
Zunéchst erhalten wir

F" (u)[v, w] = ¢" (u)vw.
Damit folgt aber
P @liel) = [ o (@) @)

Da nach Voraussetzung ¢”(7) > 0, sieche Bedingung (35), und ¢ auf Q entweder stets positiv

oder stets negativ ist, folgt

(1, F"(u)[p, @] # 0.

Damit ist u nach Definition 6 im Abschnitt 5.3 aber ein gewdhnlicher singuldrer Punkt, und das

Lemma ist bewiesen. [ ]

AbschlieBend miissen wir nur noch die Menge F(X') untersuchen.

Lemma 7 Die Gleichung F(u) = h hat fiir alle h € F(X') eine eindeutig bestimmte Ldsung
u € CFH(Q).
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Beweis: Da h € F(Sigma') gilt, existiertein v € ¥/ mit F'(u) = h. Wir nehmen jetzt indirekt

an, dass ein v # u existiert mit F'(v) = h. Dann definieren wir

79(1}(96))_9(“()96)) fir alle z € Q: u(x) # v(x),

v(z)—u(z

g (u(x)) fiir alle x € Q: u(x) = v(x).

Aus F(u) = F(v) = h folgt, dass die Funktion w = v — u eine nichttriviale Lésung des Eigen-
wertproblems

Aw+lww =0 in Q, w=0 auf IN

sein muss. Somit existiert ein & € N mit A\;y(w) = 1. Da nach Voraussetzung
g'(—00) <w < g'(+00) < X2

gilt, erhalten wir wegen A2(w) > A2(A2) = 1 wieder A\;(w) = 1. Folglich dndert w = v — u auf Q
nicht das Vorzeichen.

Ohne Beschréinkung dere Allgemeinheit sei w > 0 auf Q, d.h., es gilt v > u auf Q. Da nach
Bedingung (35) die Funktion g konvez auf R ist, ergibt sich w(x) > ¢'(u(z)) auf @ und damit
1= X(w) < Ai(d'(w)).

Da aber nach unseren Vorbetrachtungen aus u € X/ stets A1 (¢'(u)) = 1 folgt, erhalten wir einen

Widerspruch. Damit ist (ii) auch bewiesen. [

Verwenden wir jetzt unser Satz 6 aus Abschnitt 5.3, so erhalten wir mittels Lemma 5 — 7

folgendes Ergebnis vom Ambrosetti-Prodi-Typ.

Satz 7 Die Funktion g € C%*(R) erfiille (35), (36). Dann emistiert eine abgeschlossene zu-
sammenhdngende C'-Mannigfaltigkeit My mit Kodimension 1 in C*(Q), so dass die Menge
C*(Q)\ My aus zwei zusammenhingenden Komponenten Mg und My besteht, die die folgenden
FEigenschaften besitzen:

(i) falls h € My, so hat Problem (1) keine Ldsung;

(i) falls h € My, so hat Problem (1) genau eine Lisung u € C3t(Q);

(iii) falls h € My, so hat Problem (1) genau zwei Lisungen in Cat(Q).
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Bemerkung 4 Das obige Satz wurde durch A. Ambrosetti, G. Prodi (1972) bewiesen. Bei den
Untersuchungen von Problemen mit asymmetrischen Nichtlinearitdten kann man viele wichtigen
Phidnomene dadurch behandeln, indem man zu folgendem Standardproblem iibergeht. Dabei

ersetzt man die nichtlineare Funktion g(-) durch die ,asymptotische “Funktion
g() = Br" —ar™ +b(r)

mit a, 8 € R, 8 # «a, 77 = max(7,0), 7~ = 77 — 7 und beschréinkter Funktion b. Im Falle von
Satz 7 hat man insbesondere

o = g(~x) < ¢ (+09) = 5.

Abschlieend wollen wir uns mit einem konkreten Problem in dieser Richtung beschéftigen. Da-
bei werden wir mit der sogenannten iterativen Methode (konstruktive numerische Methode) der
Unter- und Oberlisungen arbeiten. Dafiir wird wieder die Verwendung des Maximum-Prinzips
entscheidend sein. Weiterhin benutzen wir jetzt folgende Darstellung der nichtlinearen Funktion
g und der rechten Seite h.

Wir zerlegen die rechte Seite in

h(z) =t () — (), /Q n(e)pr ()i = 0, (42)

wobei ¢1 > 0 Eigenfunktion zum Eigenwert A; mit || ¢1|La || = 1 ist und somit n L ¢ gilt. Fiir

die nichtlineare Funktion g verwenden wir
gla,7) = prt —ar” +b(z,7), blz,7) = b(1) + ().

Damit hat unser Ausgangsproblem (1) —Au = g(u) — h in © mit homogener Dirichlet-
Randbedingung folgende Form

—Au=g(x,u)+tp; in Q, w=0 auf 0. (Py)

Wir untersuchen jetzt (Py) in Abhéngigkeit vom reellen Paramter ¢. Es lidsst sich zunéichst zeigen,

dass im Falle

A ¢ [, 8], k€N,

unser Problem (Py) fiir alle reellen ¢ losbar ist. Im anderen Fall kann man die folgende Aussage

beweisen.

Satz 8 Die Funktion b(z,7) gehire zu C1(Q x R) und es existiere eine Zahl M > 0 mit
b(z,7)| < M fiir alle (z,7) € Q x R.
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Weiterhin gelte fiir die Funktion g(x,7) = B+ —ar™ + b(z,7) die Bedingung
—o<a< A\ <8< 4o0.

Dann existiert eine reelle Zahl t* mit folgender Eigenschaft:
(i) Falls t < T* gilt, so hat (Py) mindestens eine Lisung in C2T(Q).
(ii) Falls t > T* ist, so hat (Pt) keine Ldsung.

Zum Beweis verwenden wir, wie bereits oben erwéhnt, die konstruktive Methode der Ober- und
Unterlésungen (super-/subsolution, upper/lower solution).

Eine Funktion u; € Cat*(Q) heiBt Oberldsung von
—Au=(z,u) in Q, uw=0 auf 909, (43)
falls
—Auy > y(z,uy) in Q, up =0 auf 09, (44)

gilt. Analog definiert man eine Unterlosung u— € C5 *(Q) von (43) mit
—Au_ <xy(z,u_) in Q, u_ =0 auf OQ. (45)
Mittels Maximum-Prinzip ldsst sich dann folgende Aussage beweisen.

Lemma 8 Die Funktion y(x,7) sei differenzierbar auf Q x R. Falls das Problem (43) eine
Oberlosung uy und eine Unterlosung u— mit u— < uy auf Q besitzt, so hat (43) eine Lisung

u € CEHQ) mit u_ < u < uy auf Q.

Beweis: Wir wihlen w > 0, so dass

g—z(x,§)+w >0

fiir alle € Q und alle ¢ € [minu_ (x), maxuy (z)] gilt. Nun definieren wir den Operator
reQ z€QN

T: Cg+°‘(§) — Cnga(ﬁ)
durch v = Tu, falls v das lineare Randwertproblem
—Av+wv=5(z,u)+wu in Q v=0 auf 90

erfiillt. Da w > 0 gilt, existiert nach der linearen Theorie genau ein derartiges v € C3T(Q).
Somit ist die Definition des Operators T' korrekt.

Als néchstes zeigen wir, dass T ein monotoner Operator ist: Falls u < v in Q gilt, so folgt

105



Tu <Twvin .
Wir haben nach Definition

—ATu+wTu = ~(z,u)+wu in Q,

—ATv+wTv = ~v(z,v)4+wv in Q
sowie Tu = Tv = 0 auf 9. Setzen wir jetzt w = Tv — T'u, so erhalten wir
—Aw +ww = (y(z,v) —y(zr,u)) +wlv —w) in Q, w=0 auf ON.
Nach der Wahl von w > 0 ist die Funktion
T (2,6) 1 (,€) + wé
beziiglich ¢ wachsend. Somit erhalten wir wegen v > u in 2
0 <T(z,v) = T'(z,u) = (y(z,v) = y(z,u)) + w(v — w) = —Aw + ww,

d.h.,
—Aw+ww >0 in 02, w=0 auf 00Q.

Verwenden wir jetzt das Maximum-Prinzip, so ergibt sich w > 0 und damit schlielich Tv > Tu.
Wir beschreiben jetzt das iterative Verfahren zur Bestimmung der Losung u. Wir starten

dabei mit u; = Tuy. Dann ist
—Auy +wuy =y(z,uq) +wuy in Q, u; =0 auf 9Q.
Somit erhalten wir
—Aur —ug) +wlur —ug) =T, ug) + wuy — (—Auy + wuy)
<y(z,uy) +wugp —y(z,uy) —wup =0 in Q

und u; —uy = —uq = 0 auf 9. Verwenden wir erneut das Maximum-Prinzip, so folgt u3—u4 <0
in Q, d.h., uy =Tuy <wug in Q.

Nun definieren wir ug = Tu;. Da T monoton ist, erhalten wir wegen u; < uy auf 2, dass
Tup < Tuy, dh., ug < wuy in Q. Iterativ konstruieren wir jetzt mittels u,+1 = Tuy, n € N, die
monoton fallende Folge

Uy 22Uy 2> Ug = -

Analog definiert man, beginnend mit dem Startwert u_, eine monoton wachsende Folge
U <vp SV
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mit v; = Tu_ und vp41 = Tvp, n € N.
Weiterhin folgt aus u— < uy in Q auch Tu_ < Tuy, d.h., v; < uy auf Q. Iterativ ergibt sich

somit v, < u, auf Q) fir alle n € N, und damit

A

u- <vp < < <Sug <up < Uug

in Q und u, = v, = 0 auf I fiir alle n € N. Somit besitzen die beiden Folgen
{un}oly C C5T(Q),  {un}nly € CFH(Q)

einen punktweisen Grenzwert

Wir zeigen nun, dass 4 und ¢ Fixpunkte von T sind, d.h., es gilt @« = T4 und v = T9.
Mittels Abbildungseigenschaften des linearen Problems —A + w unter homogener Dirichlet-
Randbedingung und der Glattheit von y(z, £) folgt zunéchst aus der punktweisen Konvergenz der
Folgen in Lo, (92) auch die Konvergenz der Bildfolgen in C'T%(Q), und damit mittels bootstrap-

Argumenten die Konvergenz der Iteration in C?7%(Q). Es gilt also

= lim u, = lim Tu,—1 =T(lim u,—1) =T4a.

Analog kann man die Aussage fiir ¥ zeigen. Damit ist der Beweis des Lemmas beendet. [

Zur Herleitung von Satz 8 verwenden wir Lemma 8. Wir miissen also die Existenz von Unter-
und Oberlosungen uy mit u_ < ug in  nachweisen. Als erstes zeigen wir, dass das Problem
(Py) fiir alle reellen Zahlen t zwar stets eine Unterlosung besitzt, jedoch nur fiir hinreichend

kleines ¢ auch eine Oberlosung hat.
Lemma 9 Fir alle reellen t besitzt (Py) eine Unterlésung.

Beweis: Nach unseren Voraussetzungen gilt
a< A\ <p, [b(-,-)] <M.
Damit erhalten wir wegen g(z,7) = 377 —ar™ +b(z,7), 7 =77 — 77,
g(x,u) > au™ —au” — M = au — M. (46)
Wir betrachten jetzt das lineare Randwertproblem
—Au=ou—M+tp; in Q w=0 auf 0. (47)
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Da a < A\ gilt, folgt mit Satz 2 aus Abschnitt 2, dass (47) fiir jede reelle Zahl ¢ eine eindeutig

bestimmte Losung v; € Ca™*(Q) besitzt. Wegen (46) erhalten wir weiter
—Av = avy — M +tor < g(x,v) + oy

auf €. Somit ist v; eine Unterlésung von Problem (Py). |

Lemma 10 Falls w; eine Oberlisung von Problem (Py) ist, so gilt
Wt Z Vt.

Beweis: Es sei ¢ fixiert und w; eine Oberlosung von (P¢). Die im letzten Lemma definierte

Unterlosung v, von (Py) erfiillt die Gleichung (47). Somit erhalten wir

—A(wg —vy) > glx,we) +tor + Ay
= g(x,w) + tp1 — (avy — M + tpr)

= g(z,w) + M — av,
in . Nach (46) gilt somit
—A(wy —vy) > (g(x,w) + M) —avy > a(wg —v) in Q, wy—ov, =0 auf 9.

Da a < Aq erfiillt ist, konnen wir das Maximum-Prinzip, siche Satz 3 aus Abschnitt 2, anwenden

und erhalten w; —v; > 0 in Q. [ |

Lemma 11 FEs ezistiert eine reelle Zahl t* mit der Eigenschaft, dass das Problem (Py) fir alle

t < t* eine Oberldsung w; hat.
Beweis: Fiir fixiertes ¢ > 0 wéhlen wir eine Zahl m > 0 derart, dass
m > max{g(z,7): z€Q,0<7 <0} (48)

gilt. AuBerdem sei ' C Q mit & C Q und || < & gegeben, wobei wir ¢ > 0 erst spéter
festlegen. Wir definieren Q* = Q\ €. Dann wihlen wir Q7 C Q' mit Q7 C €’ und eine Funktion
h € C*°(92) mit

0<h<min Q h=0in Q’, h=m in Q%
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Es sei nun v € C*°(Q) die eindeutig bestimmte Losung von
AYp=h in Q, =0 auf 90.

Verwenden wir noch einmal das Maximum-Prinzip, so erhalten wir ¢ > 0 in 2. Aus der linearen

Theorie erhalten wir die folgende Abschitzung
IIW | < eall ALy || < ce'/?
fiir alle p > 1. Wegen W2 (Q) < Loo(Q) fiir p > n/2 ergibt sich somit
|6/ Loe | < 2.

Wir wiihlen jetzt € > 0 so, dass ¢ €!/? < ¢ gilt. Also haben wir 0 < ¢ < ¢ in  und damit nach

der Definition von m, siehe (48), die Eigenschaft
gz $(@) <m in Q. (49)

Nun definieren wir die Zahlen

- .

%0

*

wo =minyy(z) >0, t
Q/
Da ¢ > 0in Q und & C Q gilt, sind diese Definitionen sinnvoll. Wir zeigen jetzt, dass
t*o1+m<h in Q (50)

erfiillt ist.

Falls z € € ist, so folgt nach Definition von ¢q und t*
t“p1+m = —E<p1+m§0§h.
%0
Falls z € Q* gilt, so erhalten wir wegen t* < 0, 1 > 0 in € die Abschéitzung
t*g01 +m < m =h.
Daraus ergibt sich aber (50). Benutzen wir nun (49) und (50), so folgt
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und damit
—AY > g(x,9) +t 01 > g(z,9) + tpr

fiir alle t < t*. [ |

Damit sind wir in der Lage, unseren Satz 8 zu beweisen.

Beweis von Satz 8: Man definiert die reelle Zahl 7% durch
T* = sup{t € R: Problem (P;) besitzt eine Oberlosung}.

Nach Lemma 11 gilt T* > —oco. Wir zeigen, dass auch T™ < oo erfiillt ist.

Falls das Problem (P¢) eine Oberlosung w; (oder eine Losung) hat, so ist
Awy > g(x,w) +tpr in Q, wy =0 auf 90.
Multiplizieren wir mit ¢ und integrieren anschliefend, so folgt mit || ¢1|Ls2 || =1
A /Q o1(z)w(z)de > /Qcpl(x)g(x,wt(x))dm +t
= [ @B @ - aur @l + [ @b u@)de +t
Damit erhalten wir folgende Abschitzung fiir den Parameter ¢:
b= [ e - [ @l @) - @)+ M [ pd

< /[Alwt(x) + awy (z) — Bw; (2)]¢1(x)dz + ¢,
Q

wobei die Konstante ¢ durch ¢ = M/ ¢1(z)dz gegeben ist. Wegen a < A\ < 8, ¢1 > 0 in Q
Q

ergibt sich aus der letzten Ungleichung unter Beachtung von
Mwg + aw; — pw = Mw — Bwt — A\w; + aw; <0,

dass t < ¢ < oo und somit T < oo gelten muss. Verwenden wir nun Lemma 8 — Lemma 11, so
folgt die Aussage fiir alle ¢ < T*. Mittels Grenziibergang ¢ — T koénnen wir dann den Beweis

unseres Satzes beenden. [ |

Ende der Vorlesung
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